Оддий дифференциал тенгламаларни сонли ечиш усуллари 
 
Режа: 
1. Биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни сонли ечиш усуллари. 
2. Рунге-Кутта усуллари. 
3. Биринчи тартибли Рунге-Кутта усули (Эйлер усули). 
4. Иккинчи тартибли Рунге-Кутта усули (модификацияланган Эйлер усули). 
5. Тўртинчи тартибли Рунге-Кутта усули. 
6. Юқори тартибли тенгламаларни ечиш. Иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш. 
 
Калит сўзлар: оддий дифференциал тенгламалар, нормал дифференциал тенгламалар, Коши масаласи, Рунге-Кутта усуллари, Эйлер усули, модификацияланган Эйлер усули, юқори тартибли тенгламалар, Тейлор қатори, интеграллаш, интеграллаш қадами, усул аниқлиги, геометрик маъноси. 
 
	[image: ] 	 	 	 	 	 	 	(7.1) 
оддий дифференциал тенгламасининг ечими у=у(х,с) функция оиласи ҳисобланади (7.1 расм) 
[image: ] 
7.1 расм. 
Амалий масалаларни ечишда диференциал тенгламаларни ҳусусий ечимлари изланади. Ҳусусий ечимни умумий ечимлар оиласидан ажратилиши бошланғич шартларни бериш ёрдамида амалга оширилади: 
	[image: ] 	(7.2) 
яъни (х0, у0) координатали бошланғич нуқталар. 
(7.2) бошланғич шартларини қониқтирувчи (7.1) дифференциал тенгламасини ҳусусий ечимини топилиши Коши масаласи деб аталади. 
Коши масаласи сонли усулларда қуйидаги кўринишда қўйилади: [a,b] кесмада h қадам билан берилган (7.1) дифференциал тенгламаси ва (7.2) бошланғич шартларини қониқтирувчи [image: ] жадвалли функцияни, яъни ыуйидаги жадвални топиш:  
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Бу ерда: h – тенгламанинг интеграллаш қадами,  a=x0 – тенгламанинг интегралланиш оралиғини бошланиши,  b=xn – оралиқ охири, n=(b-a)/h – тенгламанинг интеграллаш қадамлари сони. 
Графикда (7.2 расм) сонли усулларда Коши масаласининг ечими (xi,yi), [image: ] координатали тугун нуқталар йиғиндиси кўринишида берилган. 
[image: ] 
7.2 расм. 
Рунге-Кутта усуллари 
Коши масалаларини энг самарали ва тез-тез учрайдиган ечиш усуллари бу Рунге-Кутта усуллари ҳисобланади. Улар изланаётган у(х) функциясини ҳар бир қадам чегарасида кўпҳад билан аппроксимациялашга асосланган, бу кўпҳад у(х) функциясининг ҳар бир i- нуқтасини h қадам атрофида Тейлор қаторига ёйиш ёрдамида олинади: 
[image: ](7.3) 
 
Тейлор қаторини ҳар хил нуқталарда қирқиб ва қаторни ўнг томонидаги ҳадларни ташлаб юбориб, Рунге ва Кутта у(х) функциясини ҳар бир тугун нуқтада қийматини аниқлаш учун ҳар хил усуллар олишган. Ҳар бир усулнинг аниқлиги қатордан олиб ташланган ҳадлар билан аниқланади. 
Биринчи тартибли Рунге-Кутта усули (Эйлер усули). 
(7.3) дан h2, h3, h4 га эга бўлган қатор аъзоларини олиб ташлаймиз: 
 Унда 
 
бўлгани учун 
 

Эйлер формуласига эга бўламиз: 
	[image: ] 	(7.4) 
Рунге-Кутта усулларини аниқлиги (7.3) қаторнинг олиб ташланган ҳадлари бўйича аниқланса, унда Эйлер усулининг аниқлиги ҳар бир қадамда h2 ташкил этади. 
Эйлер усулининг геометрик маъносини кўриб чиқамиз. Эйлер формуласи қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
бу ерда 	  

Эйлер формуласини қуйидаги кўринишда ёзиб оламиз: 
 
бу ерда  - ҳар бир қадамнинг бошланғич нуқтасидаги изланаётган у(х) функцияга урунма оғиш бурчаги тангенси. 
Натижада Эйлер усулида графикда (7.3. расм) [a,b] оралиқдаги изланаётган барча у(х) функциялар синиқ чизиқлар билан аппроксимацияланади, h қадамдаги ҳар бир кесма изланаётган функцияни чизиқли аппроксимациялайди. Шунинг учун Эйлер усули яна синиқ чизиқлар усули номини ҳам олган. 
[image: ] 
7.3 расм. 
Эйлер усулида ҳар бир қадам чегарасида урунманинг оғиши ўзгармас бўлади ва қадамнинг бошланғич хi нуқтасидаги ҳосила қийматига тенг бўлади. Аслида ҳосила, демакки, у(х) чизиғига урунманинг тангенс оғиш бурчаги ҳам ҳар бир қадам оралиғида ўзгариб боради. Шунуинг учун xi+h нуқтадаги урунманинг оғиши хi нуқтадаги оғишга тенг бўлмаслиги керак. Шундай экан ҳар бир қадамда хато пайдо бўлади.  
Биринчи синиқ чизиқ ҳақиқатдан ҳам изланаётган интеграл эгри чизиқ у(х) га (x0,y0) нуқтасида уринади. Кейинги қадамларда урунмалар хатолик билан ҳисобланган (xi,yi) нуқтадан ўтказилади. Натижада ҳар бир қадам билан хатолар ҳам йиғилиб бораверади. 
Эйлер усулининг асосий камчилиги – хатоларни мунтазам равишда йиғилиб боришидир. Шунинг учун Эйлер усули интегралланадиган h қадами кичкина қийматли дифференциал тенгламаларни ечиш учун қўллаш тавсия қилинади. 
Иккинчи тартибли Рунге-Кутта усули (модификацияланган Эйлер усули). 
(7.3) дан h3, h4, h5 ларга эга бўлган ҳадларни ташлаб юборамиз. 
Унда  
[image: ](7.5) 
 
Қаторда h2 га эга бўлган аъзони сақлаш учун иккинчи y"(xi) ҳосилани аниқлаш керак. Уни иккинчи тартибли ажратилган фарқ билан аппроксимациялаш мумкин. 
y''(xi ) y'  y'xi hy'(xi ) 
	x	h
Ушбу ифодани (7.5) га қўйиб қуйидагини оламиз: 
[image: ] 
Узул кесил аниқлаштирилган Эйлер формуласи қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
[image: ](7.6) 
 
Кўриниб турибдики i+1 нуқтада у(х) функциясини аниқлаш учун шу нуқтадаги f(xi+1, yi+1) дифференциал тенгламасини ўнг томон қийматини билиш керак, ўз навбатида уни аниқлаш учун уi+1 қийматини олдиндан аниқлаш керак бўлади.  
уi+1 қийматни аниқлаш учун Эйлер формуласидан фойдаланамиз. Бу ҳолда ҳар бир қадамдаги барча ҳисоб-китобни модификацияланган ёки аниқлаштирилган Эйлер формуласи бўйича икки босқичда бажарамиз: 
Биринчи босқичда модификацияланган ёки аниқлаштирилган Эйлер формуласи бўйича [image: ] ни дастлабки қийматни ҳисоблаймиз 
[image: ] 
Иккинчи босқичда модификацияланган ёки аниқлаштирилган Эйлер формуласи бўйича y= yi+1 қийматини аниқлаштирамиз. 
[image: ] 
Усулнинг аниқлиги (7.3) Тейлор қаторининг олиб ташланган ҳадлари билан аниқланишини ҳисобга олсак модификацияланган ёки аниқлаштирилган Эйлер усулиниг аниқлиги ҳар бир қадамда [image: ]бўлади.  
Модификацияланган Эйлер усулининг геометрик маъносини кўриб чиқамиз. 
[image: ] эканлигини ҳисобга олиб, 
модификацияланган Эйлер формуласини қуйидаги кўринишда тасвирласа бўлади: 
 
бу ерда  - ҳар бир қадамнинг бошланғич нуқтасида изланаётган у(х) функциясига урунма оғиш бурчаги тангенси, [image: ] ҳар бир қадамнинг охирги нуқтасидаги изланаётган у(х) функциясига урунма оғиш бурчаги тангенси (7.4. расмга қаралсин). 
7.4 расмдан кўриниб турибдики, ҳар бир қадамнинг биринчи ярмида, яъни [xi, xi+h/2] орлиғида, изланаётган у(х) функцияси (xi, yi) нуқтасидан тангенс [image: ] бурчак остида чиқувчи тўғри чизиқ билан аппроксимацияланади.  
Худди шу қадамнинг иккинчи ярмида, яъни [xi + h/2,xi + h] оралиқда, изланаётган у(х) функцияси  
[image: ], 
координатали нуқтадан тангенс [image: ] бурчак остида чиқувчи тўғри чизиқ билан аппроксимацияланади. 
Натижада модификацияланган Эйлер усулида у(х) функцияси ҳар бир қадамда битта тўғри чизиқ билан эмас, иккита тўғри чизиқ билан аппроксимацияланади. 
 
[image: ] 
7.4. расм. Модификацияланган Эйлер усулининг геометрик маъноси 
P1 – Эйлер усули бўйича (i+1)-нуқтада йиғилган хатолик, P2 – модифкацияланган Эйлер усули бўйича (i+1)-нуқтада йиғилган хатолик. 
 
Тўртинчи тартибли Рунге-Кутта усули 
Компютор ёрдамида оддий дифференциал тенгламаларни сонли ечиш усуллари орасида энг кўп тарқалгани бу тўртинчи тартибли Рунге-Кутта усулидир. Адабиётларда у Рунге-Кутта усули номи билан машхур. 
Бу усулда дифференциал тенгламанинг ҳар бир интегралланадиган қадамида изланаётган у(х) функция қаторнинг h4 ҳадларигача бўлган (7.3) Тейлор қатори билан аппроксимацияланади: 
[image: ] 
Натижада хатолик ҳар бир қадамда h5 тартибга эга бўлади. Қаторнинг h2, h2, h4 лар мавжуд ҳадларини сақлаш учун у(х) функциянинг иккинчи y", учинчи y"', тўртинчи y(4) ҳосилаларини аниқлаш керак. Бу ҳосилаларни ажратилган фарқларнинг иккинчи, учинчи ва тўртинчи тартиблилари билан аппроксимацияланади.  
Натижада Рунге-Кутта усули билан уi+1 функциясининг қийматини олиш учун қуйидаги ҳисоб операцияларининг кетма-кетлиги бажарилади: 
[image: ] 
Олинган формула келтириб чиқилмаган. Бу ишни мустақил қилиш тавсия этилади. 
Юқори тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш. 
Рунге-Кутта усулларини нафақат биринчи тартибли [image: ]дифференциал тенгламаларни ечиш учун, балки юқори тартибли 
дифференциал тенгламаларни ечиш учун ҳам қўлласа бўлади 
[image: ] 
Ҳар қандай m тартибли тенгламани  
	[image: ] 	(7.7) 
ўрин алмаштириш йўли билан биринчи тартибли m та тенгламадан 
ташкил топган тизимга келтирса бўлади. Алмаштириш киритамиз: 
[image: ] 
Натижада m тартибли (7.7) дифференциал тенглама биринчи тартибли m та дифференциал тенгламалардан ташкил топган тизимга келади: 
[image: ] 
Шундай қилиб, m тартибли (7.7) дифференциал тенгламанинг ечими m та жадвалли функциялар [image: ] бўлади. 
 
Иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш. 
Динамик тизимларни моделлаштириш масалаларида кўпинча иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни ечишга тўғри келади. 
Иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни умумий кўриниши: 
	[image: ] 	(7.9) 
Иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларни нормал шакли: 
	[image: ] 	(7.10) 
Мисол. 
Тенгламанинг умумий кўриниши: 
[image: ] 
Унинг нормал шакли: 
[image: ](7.11) 
 
Иккинчи тартибли (7.10) дифференциал тенгламани алмаштириш йўли билан иккита биринчи тартибли дифференциал тенгламалар тизимиги олиб келса бўлади. 
Алмаштирамиз y1=y', унда y'1=y". 
Натижада (7.10) тенглама иккита биринчи тартибли тенгламалардан ташкил топувчи тизимга олиб келинади: 
[image: ] 
Мисол учун (7.11) тизим қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
[image: ](7.12) 
 
Ушбу тизимнинг ечими иккита функция y(x) ва y1(x) ҳисобланади, бу ерда [image: ] 
Тизим  учун иккита иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардан ташкил топган Коши масаласини шакллантирамиз. 
Қуйидаги дифференциал тенгламалар тизими берилган: 
[image: ](7.13) 
 
Иккита бошланғич шарт берилган 
[image: ] 
Тизимни [a, b] соҳада h қадам билан интеграллаш керак. 
Сонли усулларда Коши масаласи (7.13) тизими учун қуйидаги кўринишда ифодаланади:  жадвалли функцияни, яъни жадвални ва
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Бу ерда h – тенгламанинг интеграллаш қадами,  a=x0 – тенгламаниг интегралланиш соҳасининг бошланиши, b=xn – соҳа охири,  n=(b-a)/h – тенгламанинг интеграллаш қадамлари сони. 
График кўринишида иккита биринчи тартибли дифференциал тенгламадан ташкил топган тизим учун Коши масаласи ечими тугун нуқталар йиғиндиси ҳисобланади (7.5. расм). 
Бунда ҳар бир қадамда, яъни ҳар бир xi қиймати учун ечим (xi, yi), (xi, (y1)i) координатали иккита тугун нуқта ҳисобланади. 
[image: ] 
7.5 расм. 
 
Дифференциал тенгламалар тизимини ечиш учун битта биринчи тартибли дифференциал тенгламани ечиш учун қўлланилган усуллардан фойдаланилади. Бунда қуйидаги шартни сақлаш керак: интегралланадиган ҳар бир қадамда, яъни х1, х2, х3,:, хn координатали нуқталарда тизимнинг барча тенгламаларини параллел равишда ечиш керак. 
[bookmark: _GoBack]
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Оддий дифференциал тенгламаларни сонли ечиш усуллари 


 


 


 


Режа: 


 


1.


 


Биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни 


сонли ечиш усуллари. 


 


2.


 


Рунге


-


Кутта усуллари. 


 


3.


 


Биринчи тартибли Рунге


-


Кутта 


усули (Эйлер усули). 


 


4.


 


Иккинчи тартибли Рунге


-


Кутта усули 


(модификацияланган Эйлер усули). 


 


5.


 


Тўртинчи тартибли Рунге


-


Кутта усули. 


 


6.


 


Ю


?


ори тартибли тенгламаларни ечиш. Иккинчи 


тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш. 


 


 


 


Калит сўзлар: 


оддий дифференциал тенгла


малар, нормал 


дифференциал тенгламалар, Коши масаласи, Рунге


-


Кутта усуллари, 


Эйлер усули, модификацияланган Эйлер усули, ю


?


ори тартибли 


тенгламалар, Тейлор 


?


атори, интеграллаш, интеграллаш 


?


адами, усул 


ани


?


лиги, геометрик маъноси. 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


(7.1) 


 


оддий дифференциал тенгламасининг ечими 


у=у(х,с)


 


функция оиласи 


?


исобланади (7.1 расм) 


 


 


 


7.1


 


расм. 


 


Амалий масалаларни ечишда диференциал тенгламаларни 


?


усусий ечимлари изланади. 


?


усусий ечимни умумий ечимлар 


оиласидан ажратилиши бошлан


?


ич шартларни 


бериш ёрдамида амалга 


оширилади: 


 


 


 


 


(7.2) 


 


яъни 


(х


0


, у


0


)


 


координатали бошлан


?


ич ну


?


талар. 


 


(7.2) бошлан


?


ич шартларини 


?


они


?


тирувчи (7.1) дифференциал 


тенгламасини 


?


усусий ечимини топилиши Коши масаласи деб аталади. 


 


Коши масаласи сонли усулларда 


?


уйидаги


 


кўринишда 


?


ўйилади: 


[a,b] кесмада 


h


 


?


адам билан берилган (7.1) дифференциал тенгламаси ва 




Оддий дифференциал тенгламаларни сонли ечиш усуллари        Режа:    1.   Биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни  сонли ечиш усуллари.    2.   Рунге - Кутта усуллари.    3.   Биринчи тартибли Рунге - Кутта  усули (Эйлер усули).    4.   Иккинчи тартибли Рунге - Кутта усули  (модификацияланган Эйлер усули).    5.   Тўртинчи тартибли Рунге - Кутта усули.    6.   Ю ? ори тартибли тенгламаларни ечиш. Иккинчи  тартибли дифференциал тенгламаларни ечиш.        Калит сўзлар:  оддий дифференциал тенгла малар, нормал  дифференциал тенгламалар, Коши масаласи, Рунге - Кутта усуллари,  Эйлер усули, модификацияланган Эйлер усули, ю ? ори тартибли  тенгламалар, Тейлор  ? атори, интеграллаш, интеграллаш  ? адами, усул  ани ? лиги, геометрик маъноси.                                      (7.1)    оддий дифференциал тенгламасининг ечими  у=у(х,с)   функция оиласи  ? исобланади (7.1 расм)        7.1   расм.    Амалий масалаларни ечишда диференциал тенгламаларни  ? усусий ечимлари изланади.  ? усусий ечимни умумий ечимлар  оиласидан ажратилиши бошлан ? ич шартларни  бериш ёрдамида амалга  оширилади:          (7.2)    яъни  (х 0 , у 0 )   координатали бошлан ? ич ну ? талар.    (7.2) бошлан ? ич шартларини  ? они ? тирувчи (7.1) дифференциал  тенгламасини  ? усусий ечимини топилиши Коши масаласи деб аталади.    Коши масаласи сонли усулларда  ? уйидаги   кўринишда  ? ўйилади:  [a,b] кесмада  h   ? адам билан берилган (7.1) дифференциал тенгламаси ва 

