Муҳандислик масалаларини чизиқли ва чизиқли бўлмаган алгебраик тенгламалар тизимига келтириш ва уларни саноқли ечиш 
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Режа: 
1. Чизиқли алгебраик тенгламалар тизимини тўғридан тўғри ечиш усуллари. Крамер, тескари матрица ва Гаусс усуллари. 
2. Чизиқли алгебраик тенгламалар тизимини ечишнинг итерацион усуллари. Оддий итерация усули ёки Якоби усули. Гаусс – Зейдел усули. 
3. Чизиқли бўлмаган алгебраик тенгламаларни тақрибий ечими. Кесмани иккига  бўлиш (дихотом), оддий итерация, Нъютон (урунмалар усули), хорд усуллари. 
 
Калит сўзлар: алгебраик тенгламалар, тизим, чизиқли, чизиқли бўлмаган, тўғридан-тўғри усуллар, Крамер усули, тескари матрица усули, Гаусс усули, итерацион усуллар, оддий итерация усули, Якоби усули, ГауссЗейдел усули, кесмани иккига бўлиш усули, Нъютон усули, урунмалар усули, хорд усули. 
 
Кўплаб амалий масалалар чизиқли алгебраик тенгламалар тизимини (ЧАТТ) ечишга келтирилади (баъзи баҳолар бўйича барча масалаларни 75 % дан ортиқроғи). Чизиқли тизимларни ечиш ҳисоблаш математикасининг энг кенг тарқалган ва муҳим масалалардан бири эканлигини тўлиқ асос билан тасдиқлаш мумкин. 
Албатта, ЧАТТ ни ечиш учун кўпгина усуллар ва амаклий дастурларнинг замонавий пакетлари мавжуд, лекин уларни муваффақиятли ишлата билиш учун усуллар ва алгоритмлар тизими асосларини тушиниш, қўлланаётган усулларнинг афзалликлари ва камчиликлари тўғрисида тасаввурга эга бўлиши керак. Масалани қўйилиши. 
Умумий кўриниши қуйидагича ёзиладиган m та чизиқли тенгламалар тизимининг ечимини топиш талаб қилинсин 
[image: ] 
Ушбу тенгламалар тизимини матрица кўринишида ҳам ёзиш мумкин: 
[image: ] 
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А – тизим матрицаси, 
Маълум A ва лар учун шундай (х , х ,...х ) ларни топиш талаб этиладики, улар тенгламалар тизимига қўйилганда, тенгламалар тизими айннятга айлансин. 
ЧАТТ нинг ягона ечими мавжуд бўлишининг зарурий ва етарли шарти - бу det A≠0, яъни А матрица аниқловчиси нолга тенг эмас. Матрица аниқловчиси нолга тенг бўлган ҳолда у айниган  (выражденной) деб аталади ва бунда ЧАТТ ёки ечимга эгабўлмайди ёки чексиз кўп ечимга эга бўлади. 
Бундан буён тенгламалар тизими ягона ечимга эга деб ҳисоблаймиз. 
Барча чизиқли алгебраик масалаларни ечиш усулларини икки синфга бўлиш мумкин: тўғридан-тўғри (аниқ) ва итерацион (тақрибий). 
 
ЧАТТ ни тўғридан-тўғри ечиш усуллари. 
Крамер усули. 
Амалиётда унчалик катта бўлмаган ўлчовли тизимларда m (m = 2,…,5) ЧАТТ ни ечиш учун Крамер формулаларидан кенг фойдаланилади: 
[image: ] (i = 1, 2, …, m). 
Ушбу формулалар номаълумларни каср кўринишидаги ифодадан аниқлаш имкониятини беради, бунда каср махражида тизим матрицасининг аниқловчиси, суратида эса озод ҳадларни ноаниқ устунлари билан алмаштиришдан ҳосил бўлган Ai матрицалар аниқловчиси аниқланади. Жумладан, А1 матрица А матрицанинг биринчи устунини озод ҳадлар устуни вектори f билан алмаштирилади.  
Масалан, икки чизиқли тенгламалар тизими учун 
[image: ] 
Крамер формулаларини юқори ўлчамли ЧАТТни сонли ечиш учун қўллаб бўлмаслигининг асосий омили унинг ўлчами (яъни, m сони) ҳисобланади. Мисол учун, m=100 ўлчовли тенгламалар тизимини ечиш учун 10158 та ҳисоблаш операцияларини бажариш талаб қилинади (жараён тахминан 1019 йилни олади), бунга ҳаттоки энг қудратли замонавий ЭҲМларнинг ҳам кучи етмайди. 
Тескари матрица усули. 
Агар det A ≠ 0 бўлса, у ҳолда А-1 тескари матрица мавжуд бўлади. У ҳолда ЧАТТ ечими [image: ]кўринишида ёзилдаи. Шундай қилиб, ЧАТТ ни ечиш масаласи маълум тескари матрицани ўнг томонлар векторига кўпайтиришга келтирилади. Шундай қилиб, ЧАТТ ни ечиш масаласи ва тескари матрицани аниқлаш масаласи бир-бирига боғлиқдир, Шунинг учун ЧАТТ ечимини топмшни кўпинча матрицани ўзгартириш масаласи деб юритишади. Ушбу усулни қўллаш моуммоси, Крамер усулини қўллаш моуммоси билан бир ҳил: тескари матрицани аниқлаш – катта иш ҳажмли операциядир. 
Гаусс усули. 
ЧАТТнинг энг машҳур ва кенг тарқалган тўғридан-тўғри ечиш усули - бу Гаусс усули ҳисобланади. Бу усул номаълумларни бирин-кетин чиқариб ташлашни ўз ичига олади. 
Қуйидаги тенгламалар тизими берилган бўлсин: 
 бўлсин. Уни биринчи  
Тенгламалар тизимида биринчи элемент 

қаторни етакчи элементи деб номлаймиз. Ушбу қаторнинг барча элементларини [image: ] га бўламиз ва кейинги қаторларнинг барчасидан х1 ни чиқариб ташлаймиз, буни иккинчи қатордан бошлаб биринчи қатор ҳадларини мос келувчи қатордаги х1 олдидаги коэффициентга кўпайтириб, кейин айириш йўли билан амалга оширамиз. Қуйидагига эга бўламиз: 
 
, у ҳолда юқоридагига ўхшаш ҳолда чиқариб ташлашни Агар 

давом эттирамиз ва  қуйидаги учбурчак матрицали тенгламалар тизимига келамиз.  
[image: ] 
Ундан тескари тартибда xi барча қийматларини аниқлаймиз: 
[image: ] 
Учбурчакли матрицага олиб келиш жараёни тўғри йўл, номаълумларни аниқлаш эса – тескари йўл деб аталади. Агар етакчи элементлардан бири нолга тенг бўлса, келтирилган Гаусс алгоритмини қўллаб бўлмайди. Бундан ташқари, агар қайсидир етакчи элемент қиймати кичик бўлса, уни яхлитлаш чоғида ҳатоликнинг ошишига ва ҳисоб аниқлигини пасайишига олиб келади. Шунинг учун одатда Гаусс усулининг бошқа варианти – бош элементни танлашга асосланган Гаусс схемаси қўлланилади. Қаторларнинг жойини, шунингдек коэффициентлари ва номаълумлари қайтадан рақамланган устунларни жойини ўзгартириш йўли билан қуйидаги шарт бажарилишига эришилади: 
[image: ], j = i+1,i+ 2, …, m; 
яъни биринчи бош элементни танлаш амалга оширилади. Тенгламаларни жойини ўзгартириш орқали биринчи тенгламадаги a11 коэффициентининг модул бўйича максимал бўлиши таъминланади.. Аввалгидек биринчи қаторнинг бош элементга бўлиб, х1 ни қолган тенгламалардан чиқариб ташланади. Сўнгра қолган устунлар ва қаторлар учун иккинчи бош элемент танланади ва ҳоказо. 
 
Чизиқли алгебраик тизимларни итерацион ечиш усуллари. 
Оддий итерация усули ёки Якоби усули. 
Эслатиб ўтамиз, биздан матрица кўринишида қуйидагича ёзилган чизиқли тенгламалар тизимини ечиш талаб қилинади: 
[image: ] 
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Дастлабки тизимнинг А матрицасини диаганал элементлари нолга тенг эмас деб фараз қиламиз (aii ≠0, i=1,2, …,n). Тизимниг биринчи тенгламасини х1 га нисбатан ечамиз, иккинчисини  х2 га нисбатан ва ҳ.к. Скаляр кўринишида ёзилган қуйидаги эквивалент тизимни оламиз: 
	[image: ]  	 	 	(4.1) 
Энди, (4.1) рекуррент ифодага, нолли яқинлашишни [image: ] бериб итерацион жараённи бажарсак бўлади: 
	[image: ]  	 	 (4.2) 
  
Худди шундай кейинги яқинлашиш [image: ] аниқланади, бунда (4.2) да [image: ] ўрнига [image: ] қўйиш керак.  
Умумий ҳолат учун: 
	[image: ].   	(4.3) 
ёки 
	Итерацион жараённи тугатиш шарти 	  

Яқинлашишнинг етарли шарти: агар диаганал устунликлари шарти 
бажарилган бўлса, яъни [image: ] , унда ҳар қандай бошланғич яқинлашиш танланганда ҳам (4.3) итерацион жараёни яқинлашувчи бўлади. Агар берилган тенгламанинг тизими яқинлашиш шартини қониқтирмаса, у ҳолда уни диаганал устунлик кўринишига олиб келинади. 
Бошланғич яқинлашишни танлаш тақрибий ечимини олиш учун зарур бўладиган итерациялар сонига таъсир қилади. Кўпинча бошланғич яқинлашиш сифатида [image: ] ёки  [image: ] олинади. 
Мулоҳаза. Юқорида келтирилган яқинлашиш шарти етарли ҳисобланади, яъни агар ушбу шарт бажарилса, унда жараён яқинлашувчи бўлади. Бироқ, жараён диаганал устунлик бўлмаганида ҳам яқинлашувчи бўлиши мумкин, шунингдек,  яқинлашувчи бўлмаслиги ҳам бўлиши мумкин. 
Мисол.  
	Чизиқли тенгламалар тизимини 	 аниқлик билан ечинг: 
 
 
	  
	8
	 4 
	2 
	  
	10
	   
	x1
	  

	[image: ]=
	3
	 5 
	1 
	[image: ]=
	 5 
	[image: ]=
	x2
	  

	  
	3
	 –2
	 10
	  
	4 
	  
	x3
	  


 
Тўғридан тўғри усул билан ечиш, мисол учун тескари матрица усули билан ечиш қуйидаги ечимни беради: 
[image: ] 
Ечимни оддий итерация усули билан аниқлаймиз. Диаганал устунлик шартини текширамиз: 
. ,
 
,
 

Тенгламалар тизимини (4.1) кўринишига олиб келамиз: 
 
Бошланғич 	жадвал кўринишида келтирамиз:  .
 
яқинлашиш 
.
 
Кейинги 
ҳисоблар
ни 

	k 
	x1 
	x2 
	x3 
	точность

	0 
	0 
	0 
	0 
	  

	1 
	1.250 
	1.000
	 0.400
	 1.2500 

	2 
	0.650 
	0.170
	 0.225
	 0.8300 

	3 
	1.109 
	0.565
	 0.239
	 0.4588 

	 
	………
	  
	 
	 

	4 
	0.908 
	0.287
	 0.180
	 0.2781 

	5 
	1.061 
	0.419
	 0.185
	 0.1537 

	6 
	0.994 
	0.326
	 0.165
	 0.0931 

	7 
	1.046 
	0.370
	 0.167
	 0.0515 

	8 
	1.023 
	0.594
	 0.160
	 0.2235 

	9 
	0.913 
	0.582
	 0.212
	 0.1101 

	10
	 0.906 
	0.505
	 0.242
	 0.0764 

	11
	 0.937 
	0.495
	 0.229
	 0.0305 

	12
	 0.945 
	0.516
	 0.218
	 0.0210 

	 
	…… 
	 
	 
	 

	13
	 0.937 
	0.523
	 0.220
	 0.0077 


   

Бу ерда 
  
 
,
 

ва ҳ.к., оҳирги устунда 0.01 дан кичкина катталикни олмагунча давом эттирилади, бу 13-итерацияда содир бўлади. 
Шундай қилиб яқинлашган ечим қуйидагича кўринишга эга бўлади: 
[image: ] 
 
Гаусс – Зейдель усули 
Ҳисоб формулалари қуйидаги кўринишга эга: 
[image: ] 
яъни изланаётган векторнинг (k+1) яқинлашишини i-компонентини ҳисоблаш учун, (k+1) қадамда ҳисоблаб бўлинган биринчи i–1 компонентларнинг қийматларидан фойдаланилади. 
Батафсил формулалар қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
[image: ] 
Бу усулнинг яқинлашишини етарлича шарти, оддий итерация усулидагидек, яъни диаганал устунликдир. 
 
Бошланғич яқинлашиш:  

Аввалда келтирилган тенгламалар тизими ечимини Гаусс – Зейдел усули билан аниқлаймиз. 
[image: ] 
Ҳисоб формулалари: 
[image: ] 
	k 
	x1 
	x2 
	x3 
	точность 

	0 
	0 
	0 
	0 
	  

	1 
	1.250 
	0.250 
	0.075 
	1.2500 

	2 
	1.106 
	0.321 
	0.132 
	0.1438 

	3 
	1.056 
	0.340 
	0.151 
	0.0500 

	4 
	1.042 
	0.344 
	0.156 
	0.0139 

	5 
	1.039 
	0.346 
	0.157 
	0.0036 


  

Жадвалдан кўриниб турибдики, керакли аниқликга оддий итерация усулидаги каби 13-да эмас балки 5-итерацияда эришилди ва илдиз қийматлари ҳам тескари матрица усулида олинган қийматларга яқинроқ: 
[image: ] 
 
Чизиқли бўлмаган алгебраик тенгламаларни тақрибий ечиш. 
Масалани қўйилиши. 
Чизиқли бўлмаган алгебраик тенглама берилган 
	f(x)=0 	 	 	 	 	 	 (4.4) 
Тенгламанинг чизиқли эмаслиги, функция графиги тўғри чизиқ эмаслигини, яъни f(x) га даражали ёки белги остидаги х нинг киришини англатади. 
Тенгламани ечиш – бу R: f(x*)=0 бўладиган х* ни топиш демакдир. х* қиймати тенгламани илдизи деб аталади. Чизиқли бўлмаган тенглама бир нечта илдизга эга бўлиши мумкин. Тенглама илдизини геометрик интерпретацияси 4.1 расмда келтирилган. (4.4) тенгламанинг илдизлари f(x) функцияси х ўқи билан кесишаётган нуқталари x1*, x2*, x3* ҳисобланади. 
[image: ] 
4.1 расм. Тенглама илдизларининг геометрик интерпритацияси. 
(4.4) тенгламасининг ечиш усулларини аниқ (аналитик) ва тақрибий (итерацион)ларга ажратиш мумкин. Аниқ усулларда илдиз баъзи алгебраик формулалар кўринишида бўлади. Мисол учун, квадрат тенгламалар ечими, баъзи тригонометрик тенгламалар ечими ва ҳ.к. 
Тақрибий усулларда ечимни аниқлаш жараёни, умуман айтганда чексиздир. Ечим {xn} чексиз кетма-кетликда олинади. Ҳар қандай ε учун чегарани аниқлаш бўйича шундай N топиладики n>N, |xn – x*|< ε бўлиши керак. Бу кетма-кетликнинг хn ҳадлари ечимга кетма-кет яқинлашувчилар ёки итерациялар деб аталади. Берилган ε сони усул аниқлиги деб аталади, N – бу ечимни ε аниқлигида олиниши учун бажарилиши керак бўлган итерациялар сонини билдиради. 
Тақрибий (итерацион) усуллар. 
Илдизларнинг ажратилган оралиқлари маълум бўлсин. [a, b] оралиқда илдизни топишга имкон берувчи бир нечта итерацион усуллар билан танишамиз. 
Кесмани иккига бўлиш усули (дихотомия). 
Усулнинг ғояси. 
[a, b] кесимни ўртасини топамиз: c=(a+b)/2. Илдиз икки қисмнинг бирида қолди: [a, c] ёки [c, b]. Агар  f(a) * f(с)<0 бўлса, у ҳолда илдиз [a, c] кесмасига тушган, унда с ни янги оҳирги ўнг нуқта сифатида қабул қилиб кесмани бўлишни қайтарса бўлади, унда b=c. Акс ҳолда илдиз [c, b] ярмига тушади ва чап томон охирги қийматини ўзгартириш керак бўлади: a=c. Илдиз ҳар доим ажратилаётган кесма ичида жойлашганлиги сабабли, кесма узунлиги берилган аниқликдан кичик бўлса, итерация жараёнини тўхтатса бўлади: |b – a|< ε.  
f(x) = x3 - 6x2+3x+11=0  тенгламасини ε=0,05 аниқлигида топамиз. Ҳисоб натижаларини жадвал кўринишида расмийлаштирамиз. 
 
	k 
	a 
	b 
	c 
	f(a) 
	f(c) 
	|b-a| 

	0 
	-2 
	-1 
	-1.5 
	-27 
	-10.375 
	1 

	1 
	-1.5 
	-1 
	-1.25 
	-10.375 
	-4.07813 
	0.5 

	2 
	-1.25 
	-1 
	-1.125 
	-4.07813
	-1.39258 
	0.25 

	3 
	-1.125 
	-1 
	-1.0625 
	-1.39258
	-0.1604 
	0.125 

	4 
	-1.0625 
	-1 
	-1.03125
	-0.1604 
	0.42868 
	0.0625 

	5 
	-1.0625 
	-1.03125
	 -1.04688
	-0.1604 
	0.136372
	 0.03125 

	6 
	.......... 

	7 
	

	8 
	

	9 
	

	10
	 -1.05469
	-1.05371
	 -1.0542 
	-0.01146
	-0.00218 
	0.000977


бу ерда a0 , b0 – илдиз жойлашган оралиғининг бошланғич чегаралари; 
  
 

Ҳисоб натижасида биринчи илдизнинг таҳминий қиймати: ε=0,05  аниқлигида х=-1.047  [image: ] ва х=-1.0542  аниқлигида ε=0,001. 
Усулнинг график тасвири 4.2 расмда келтирилган: 
[image: ] 
4.2 расм. Кесмани тенг иккига бўлиш усулининг график тасвири. 
 
Оддий итерация усули. 
Эквивалент ўзгартириш ёрдамида дастлабки f(x) тенгламасини оддий итерация усулида қўллашга қулай кўринишга олиб келамиз: x=φ(x). Бошланғич яқинлашиш x0є[a,b] ни танлаймиз. Навбатдаги итерацияни қуйидаги формула орқали аниқлаймиз: xk+1=φ(xk), яъни x1=φ(x0), x2=φ(x1) ва ҳ.к. Итерация жараёни |xk+1–xk|<ε бщлганда тугайди,. Дастлабки тенгламани x=φ(x) эквивалент кўринишини чексиз кўп услубларда ифодалаш мумкин. Хилма-хил бундай ифодаланишлардан ҳисоб кетма-кетлигининг илдизга яқинлашадигани танланади. Аниқки, [image: ]. 
Оддий итерация усулини геометрик маъноси 4.3 расмда келтирилган. 
Бошланғич яқинлашиш сифатида одатда [a,b] кесмани ўртаси олинади: 
[image: ]. 
Амалиётда f(x) сифатида кўпинча  функцияси олинади, бу ерда с – ўзгармас. с ўзгармас барча xє[a, b] учун  бўлишини таъминлайдиган шарт асосида танланади. 
φ(x) функциясининг бундай танланишида оддий итерация усули 
релаксация усули деб аталади. 
с
 
ни танлаш шартига эга бўламиз:
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4.3 расм.  Оддий итерациянинг геометрик маъноси. 
 
Шунлай қилиб, агар f/(x)<0 бўлса, 2/f/(x)<c<0 бўлади. Агар f/(x)>0 бўлса, 2/f/(x)>c>0 бўлади. Кўриниб турибдики, с нинг ишораси f/(x) ишорасига мос келмоқда. Кўпинча с қуйидаги кўринишда олинади: [image: ]бу ерда	[image: ] 
Бундай с яқинлашиш шартини қониқтиришига ишонч ҳосил қиламиз. 
f/(x)>0 бўлсин. У ҳолда M>0 ва m>0 → c>0 ва 
[image: ] 
Шундай экан, 2/f/(x)>c>0. 
[1,3] оралиғида ётган дастлабки x3- 6x2+3x+11=0 тенгламамизни иккинчи илдизини ε=0,001 аниқлиги билан топамиз. 
Энг аввало [image: ] функциясини топамиз. Бизнинг ҳолатда f(x)= x3- 6x2+3x+11. 
с топиш учун [1,3] кесмасида f(x) нинг максимал ва минимал 
қийматларини аниқлаш керак. 
Бунинг учун оралиқ учларидаги f/(x) ва f//(x)=0 бўлган нуқталардаги қийматларини аниқлаш керак, яъни экстримум нуқталарида, агар шундай нуқталар мавжуд бўлса. f/(x) нинг шундай қийматлари орасидан максимал ва минимал қийматлар танланади. 
x=2 [image: ], f/(2)=-8 да f/(1)=3x2-12x+3=-6, f/(3)=-6, f//(x)=6x-12=0. Шундай экан,  
[image: ] 
Шу тариқа, 
[image: ] 
Ҳисобни жадвал кўринишида расмийлаштирамиз: 
	k
	x 
	|xk+1-xk| 
	|f(xk)| 

	0
	2 
	- 
	1 

	1
	2.14285 7 
	0.14285 7 
	0.28279 9 

	2
	2.10245 7 
	0.0404 
	0.07896 

	3
	2.11373 7 
	0.01128 
	0.02216 4 

	4
	2.11057 1 
	0.00316 6 
	0.00621 3 

	5
	2.11145 9 
	0.00088 8 
	0.00174 2 

	6
	2.11121 
	0.00024 9 
	0.00048 9 


 
	Бу 	ерда 
x0=(1+3)/2=2,   	ва 	ҳ.к. ,
 

Итерация жараёнининг тўхташ шарти: |xk+1–xk|<ε ёки |f(xk)|<ε. 
 
Нъютон усули (урунмалар усули). 
Биз f(x)=0 тенгламасини ечаётганимизни эслатамиз. Усул қуйидаги формула орқали ифодаланади: 
[image: ] 
Усулнинг геометрик интерпритацияси қуйидагича: агар [image: ]бўлса [image: ] да ёки да  y=f(x) эгри чизиқнинг бўлаги xk бўлса 

нуқтадан ўтган уринма кесмаси билан алмаштирилади (4.4 расм). 
[image: ] 
4.4-расм. Нъютон усулини геометрик интерпретацияси. 
	Уринма 	тенгламаси 	қуйидаги 	кўринишга 	эга 	бўлади: 
[image: ]. y=0 ўқига тегишли кесишиш нуқтасини аниқлаймиз ва 
уни xk+1 билан белгилаймиз. 
 Бундан: 
 

|xk+1– x*| < q * |xk – x*|2 эканлигини, яъни усул иккинчи тартибда яқинлашишини кўрсатиш мумкин. 
[image: ] бўлганда Нъютон усулини оддий итерация усули 
сифатида талқин қилса бўлади. 
Эслатма. Агар f//(x) нинг ишораси ўзгармайдиган тенглама илдизининг жойлашган оралиғи маълум бўлса, унда бошланғич яқинлашиш сифатида f/(x) ва f//(x) ларнинг ишоралари мос тушадиган ечим жойлашган оралиқнинг чегараси олинади. 
Нъютон усули билан бошланғич x3- 6x2+3x+11=0 тенгламамизни [4,5] оралиғида ётган учинчи илдизини ε=0,001 аниқлигида топамиз. Дастлаб f//(x) ушбу оралиқда ишорасини ўзгартирмаслигига ишонч ҳосил қиламиз. 
f//(x)=6x-12. x>2 да f//(x)>0, яъни [4,5] интервалида f//(x)>0. f(5)=1>0 
бўлгани учун x0=5. 
Ҳисобни жадвал кўринишида расмийлаштирамиз: 
	k
	xk 
	|xk+1-xk| 
	f(xk) 
	f/(xk) 

	0
	 	5 
	- 
	1 
	18 

	1
	 4.944444
	0.055556
	 0.027606
	17.00926

	2
	 4.942821
	0.001623
	 2.33E-05
	 16.98059

	3
	 4.94282 
	1.37E-06
	 1.66E-11
	 16.98057


 
Бу ерда f(xk)=xk3- 6xk2+3xk+11, f/(xk)=3xk-12xk+3, [image: ]. 
Илдиз сифатида x=4.943 қийматини олса бўлади. Кўриниб турибдики, иккинчи итерацияда жараён яқинлашди. 
Солиштириш учун Нъютон усули билан x3- 6x2+3x+11=0 тенгламанинг [-2,-1] оралиғида биринчи илдизини топамиз: 
f//(x)=6x-12 бўлгани учун [-2,-1] оралиғида f//(x)<0, f(-2)=-27>0 бўлгани 
учун x0=-2. 
	k
	 	xk 
	|xk+1-xk| 
	f(xk) 
	f/(xk) 

	0
	 	-2 
	 
	-27 
	39 

	1
	 -1.30769
	0.692308
	 -5.41966
	23.82249

	2
	 -1.08019
	0.227502
	 -0.50182
	19.46272

	3
	 -1.05441
	0.025783
	 -0.00613
	18.9882 

	4
	 -1.05408
	0.000323
	 -9.5E-07
	 18.98229

	5
	 -1.05408
	5.02E-08
	 -2.3E-14
	 18.98229


Эслатиб ўтамиз, дихотомия усули билан 0.001 аниқлигига 10итерацияда эришилган эди. 
Тенгламани иккинчи илдизини [1,3] оралиғида ҳисоблаймиз. х=2 бўлганида f//(x)=6x-12 ўз ишорасини ўзгартиради. Ечим жойлашган оралиқни f//(x) белгисини ўзгартирмайдиган даражада камайтирамиз. [2.1; 3] оралиқни кўриб чиқамиз. f//(2.1)=6*2.1-12=0.6>0 b f(2.1)=0.101>0. Шундай экан, x0=2.1. 
 
 
	k
	 	xk 
	|xk+1-xk| 
	f(xk) 
	f/(xk) 

	0
	 	2.1 
	 
	0.101 
	-8.97 

	1
	 2.11126 
	0.01126 
	3.95E-05
	 -8.96286

	2
	 2.111264
	4.4E-06 
	6.47E-12
	 -8.96286

	3
	 2.111264
	7.22E-13
	 	0 
	-8.96286


Агар оддий итерация усули билан солиштирсак бу илдизни қийматини биз 6 та итерация ўрнига 2 та итерацияда олдик. 
Бу мисоллар Нъютон усулини тезроқ яқинлашувчи эканлигини кўрсатиб турибди. Лекин уни қўллаш учун бошланғич яқинлашишни илдизга яқинроқ олиш зарур. 
Нъютоннинг соддалаштирилган усули. Бу Нъютон усулининг модификация қилинган усули бўлиб, f /(x) ҳосила мураккаб функцияга эга бўлса қўлланилади, ва унинг ҳисоби учун ҳар бир итерацияда кўп вақт сарфланади. 
	Бошланғич 	яқинлашиш 	 x0 ни 	берамиз 	ва 	z=f /(x0) 	ҳосилани 
ҳисоблаймиз. Кейинги итерацияларда ҳосиланинг ҳисобланган [image: ] қиймати қўлланилади. Бу соддалаштириш ечимга яқинлашиш жараёнини секинлаштиради, бироқ ҳар бир итерация цикли учун вақтни қисқартиради. 
 
Хорд усули. 
Ушбу усулда f(x) эгри чизиғи (a,f(a)) ва (b,f(b)) нуқталарини боғловчи тўғри чизиқ - хорд билан алмаштирилади. f(a) f //(a) ифодалари ишорасига боғлиқ равишда хорд усули 4.5 а,б расмда келтирилган 2 та вариантларга эга. 

4.5 расм.  f(a) f //(a)>0 (а) ва f(a) f //(a)<0 (б) лар учун хорд усули. 
 
f(a)f //(a)>0 бўлсин (4.5 а. расм). У ҳолда x0=b, а нуқта эса қўзғалмас бўлиб қолади. Навбатдаги х1 яқинлашиш (a, f(a)) и (x0, f(x0)) нуқталарини х ўқи билан бирлаштирувчи хордни кесишиш нуқтаси сифатида аниқлаймиз. Хорд  . У ҳолда хордни х ўқи билан кесишиши: тенгламаси: 

 
Энди f(a)f //(a)<0 бўлсин (4.5. б. расм). У ҳолда х0=(а), b нуқта эса қўзғалмас. (b, f(b)) и (x0, f(x0)) нуқталарини бирлаштирувчи хордни ўтказамиз: 	. Хордни х ўқи билан кесишиш 
нуқтасини ҳисоблаймиз: 	 
 
Кейинги итерацияда x0 сифатида x1 ни ҳисобланган қийматини олиш керак. Шу тариқа, кейинги ҳисоблаш кетма-кетлигига эга бўламиз: 
Агар f(a) f //(a)>0 бўлса, унда x0=b ва 
Агар f(a) f //(a)<0 бўлса, унда x0=a ва 
Бу усулда итерацион циклни тугатиш |f(x )| < ε ёки  шартидан келиб чиқади. .
 
.
 
1

Мисол. Хорд усули билан x3- 6x2+3x+11=0 тенгламасини биринчи ва учинчи илдизларини топинг. 
Биринчи илдиз учун a=-2, b=-1. 
ҳисоб биринчи формула бўйича олиб борилади: x =b ва 	. , у ҳолда 
0

	k
	 	xk 
	|xk+1-xk| 
	f(xk) 

	0
	 	-1 
	 
	1 

	1
	 -1.03571
	 0.035714
	 0.345618

	2
	 -1.0479 
	0.012187
	 0.117007

	3
	 -1.05201
	 0.004108
	 0.039334

	4
	 -1.05339
	 0.001379
	 0.013192

	5
	 -1.05385
	 0.000462
	 0.004421


Оҳирги илдиз учун a=4, b=5, 
иккинчи формула бўйича олиб борилади: x =a ва 	. ,
 
у ҳолда 
ҳисоб
 
0

	k
	 	xk 
	|xk+1-xk| 
	f(xk) 

	0
	 	4 
	 
	-9 

	1
	 	4.9 
	0.9 
	-0.711 

	2
	 4.941555
	0.041555
	-0.02147

	3
	 4.942783
	0.001229
	-0.00062

	4
	 4.942819
	3.57E-05
	 -1.8E-05
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