Муҳандислик масалаларини чекли айирмалар ва чекли 
[bookmark: _Toc98919680]элементлар усуллари ёрдамида ечиш  
 
Режа: 
1. Ўнг, чап дифференциаллар ва марказий нуқтадаги дифференциал. 
2. Иккинчи тартибли дифференциаллар. 
3. Функция қиймати тўри. 
4. Эластиклик назариясининг икки ўлчовли чегаравий масаласининг умумий қўйилиши. 
5. Изланаётган функциянинг бошланғич маълумотларини шакиллантириш. 
6. Тенгламалар тизимини шакллантирш. 
7. Чегаравий шартлар. 
 
Калит сўзлар: чекли элементлар усули, юза масаласи, эластиклик назарияси, бошланғич маълумотлар, соҳа геометрияси, соҳавий кучлар, юзавий кучлар, изланаётган функциялар, ҳаракатланиш, деформациялар, кучланишлар, Тонти диаграммаси, кинематик муносабатлар, аниқловчи тенглама, мувозанат тенгламаси, кинематик чегаравий шартлар, кучлар чегаравий шартлари, чекли дифференциаллар усули, ўнг дифференциаллар, чап дифференциаллар, марказий нуқтадаги дифференциал, тор тебраниш тенгламаси, бошланғич шартлар, чегаравий шартлар, ҳисоб схемаси, қийматлар тўри, аниқлик даражаси. 
 
Ҳусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларни чекли дифференциаллар усули билан ечиш компьютерда дастурлаш ёрдамида осон амалга ошириш мумкин.  
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қуйидагича бўлади: 
 
 дан фойдаланганлигимиз сабабли лимит Биз етарлича кичкина 

белгиларини ташлаб юборса бўлади. Унда қуйидаги ифодани оламиз: 
  

Қулайлик учун кейинчалик қуйидаги белгилашларни киритамиз: 
  
 
,
 
 

Унда олдинги ифодани қуйидаги кўринишда ёзиш мумкин:  
 , 

Бу ифодалар ўнг дифференциаллар дейилади. Уларни бошқача ёзиш 
ҳам мумкин      — бу чап дифференциаллар дейилади. , 

Иккала ифодани қўшиб қуйидагини оламиз: 

Булардан қуйидаги келиб чиқади: 
[image: ] 
[image: ] 
Иккала ифода марказий нуқтадаги дифференциал деб аталади. Улар ҳосилага юқорироқ аниқда яқинлашади. 
Худди шундай иккинчи тартибли дифференциалларни олиш мумкин: 
  

Тор тебраниш тенгламасини ёзиб оламиз: [image: ]. 
Қўшимча шартлар қуйидаги кўринишда берилади:  
	, 	, 	, 	, 
бу ерда  и  - торнинг чегаралардаги (қотириш нуқталаридаги) вақтга боғлиқ холати;   ва  - торнинг бошланғич вақтдаги холати ва тезлиги, ундан қуйидаги формулани қўллаган холда (Эйлер усулига қаранг) торнинг кейинги вақтдаги холатини аниқлашимиз мумкин бўлади: Функция қийматлари тўри 
[image: ]. 
Ҳисобда торни дискретизацияси қўлланилади (у узунлиги [image: ] бўлган бир хил оралиқларга бўлинади) (расмга қаранг). 
Функциянинг қолган  ва  қийматларини тор тебраниш тенгламасидан ҳисоблаш мумкин: 
Шундай қилиб, функциянинг аввалги  даги қийматларидан фойдаланиб, ихтиёрий  ва  учун қийматини олиш мумкин бўлган схемага эга бўлдик. Бу схемани  11.1 расмдаги ҳисоб тўри орқали тасаввур қилса бўлади:  
 
 
 
 
 
ва
 

[image: ] 
11.1. расм. Ҳисоб тўри. 
Ушбу усул тақрибий ечимни беради, унинг аниқлик даражаси 
[image: ]. Етарлича аниқ натижалар олиш учун қуйидаги оралиқларни 
қўллаш керак: 
 .  
ва
 

 
Чекли элементлар усули. 
Эластиклик назариясининг юза масаласи туташ муҳит механикасининг кўпўлчовли  масалаларини ечиш учун қўллаш қулай бўлган ЧЭУ алгоритмини намойиш этиш учун кўпроқ мос келувчи мисол ҳисобланади. 
11. 2-расмда кўрсатилган Г билан чегараланган Ω соҳасида берилган эластиклик назариясининг икки ўлчовли чегаравий масаласи бўлган пластининанинг кучланганлик холатини математик моделини кўриб чиқамиз. 
Бошланғич тенгламага кирувчи барча асосий ўзгарувчилар икки х ва у ўзгарувчиларнинг функцияларини акс эттиради ва пластина қалинлиги бўйича ўртачалаштирилган деб ҳисобланади. Масалан, Ω соҳасида таъсир этадиган ва туташ муҳит нуқталарини ҳаракат тенгламасини ўнг томонига кирган ташқи кучлар, берилган ҳажмий кучларнинг пластина қалинлиги бўйича олинган интегралнинг айнан ўзидир. 
[image: ] 
11.2 расм. Пластинани текис кучланган холатдаги математхик модели. 
 
Бошланғич маълумотлар ўз ичига қуйидаги объектларни олади: 
Соҳа геометрияси. Жисмнинг геометрияси 11.2- расмда кўрсатилганидек Г чегарали Ω соҳага эга. 
Пластина қалинлиги. Кўп холларда конструктив элемент сифатида қўлланиладиган пластиналар ўзгармас қалинликга эга бўлади. Агар пластинанинг қалинлиги ўзгарса, унда қалинлик иккита фазовий координаталар h=h(x,y) функцияси бўлади, бунда текис-кучланиш холати сақланиши учун қалинлик ўзгариши етарлича секин бўлиши керак 
Пластина материали. Материал хусусиятлари ўзаро аниқланадиган муносабат ёрдамида берилади. Айни маърузада биз чизиқли эластик, лекин изотроп бўлиши шарт бўлмаган материални кўриб чиқамиз,. 
Ω соҳасига таъсир қилувчи кучлар. “Соҳавий” кучлар Ω соҳасининг ички нуқталарига таъсир кўрсатади. Умумий холатда улар икки типда бўлиши мумкин. Биринчидан, пластинанинг бирлик ҳажмига таъсир қилувчи кучлар сифатида аниқланадиган стандарт ҳажмий кучлар, мисалан, жисм оғирлиги. Иккинчидан, пластинанинг тепа ва пастки юзаларига уринма орқали таъсир қилувчи специфик соҳавий кучлар, масалан, пластинанинг бошқа жисмга нисбатан таъсири натижасида пайдо бўлиши мумкин бўлган ишқаланиш кучлари. Бу кучлар пластинанинг ўрта юзасига келтирилган бўлиши керак.  
Берилган юза кучлари. Юза кучлари – бу Г чегара нуқталарига таъсир қилувчи маълум кучлардир. Кўпинча улар юза кучланиши деб аталади. Техник масалаларни ечишда бу кучларнинг ўлчов бирлигига эътибор бериш керак, чунки улар юза бирлигидаги куч сифатида ёки узунлик бирлигидаги куч сифатида берилган бўлиши мумкин.  
Кинематик чегаравий шартлар. Кинематик чегаравий шартлар пластинани мустаҳкамлаш йўлларини беради. Соҳа чегарасидаги нуқталар бир ёки икки йўналишларда мустаҳкамланган бўлиши мумкин. Қўшимча тарзда симметрия ёки антисимметрия шартлари берилган бўлиши мумкин. Агар кинематик чегаравий шартлар берилмаган бўлса, унда бундай чегаравий шартлар эркин чегаравий шартлар деб аталади. 
Изланаётган функциялар. Механика масалаларида асосий ноаниқ ўзгарувчилар ҳаракатланиш, деформация ва кучланиш майдонлари ҳисобланади. Олдин қилинган тахминларга мувофиқ барча изланаётган физик ўзгарувчилар нормал z координатасига боғлиқ эмас ва фақатгина х ва у координаталари функцияси ҳисобланади. 
Ҳаракатланиш. Ҳаракатланиш вектори иккита компоненталардан ташкил топади: 
(
 
11.1) 
Ҳаракатланишнинг  нормал компоненти умумий холатда Пуассон коэффициенти эффекти туфайли нолдан фарқли бўлади ва z га боғлиқ бўлади. Бироқ бу ҳаракатланиш масаланинг ташкил этувчи тенгламаларига кирмайди ва алоҳида аниқланган асосий компоненталар бўйича ҳисобланиши мумкин. 
Деформациялар. Текисликда ётувчи деформациялар учта бир бирига боғлиқ бўлмаган компоненталар  билан аниқланадиган тензорни шакллантиради. Матрица кўринишидаги чекли элементлар тенгламаларини ифодалаш қулай бўлиши учун деформация тензори компоненталарини уч компонентли “деформациялар вектори” кўринишида тақдим этилади:  
ва 

[image: ](
 
11.2) 
 
	Икки 	баробар 	кўпайган 	[image: ]компонентаси 	[image: ]силжиш 
деформациясини акс эттиради ва деформация энергияси ифодаси ёзилишини қисқартириш учун ишлатилади. Қолган силжиш  компоненталари дастлабки фаразларга мувофиқ нолга тенг. Пуассон эффекти туфайли [image: ] нормал компонента одатда нолга тенг эмас. Бироқ, [image: ] ҳаракатланиш сингари деформациянинг нормал компонентаси ташкил этувчи тенгламага номаълум сифатида кирмайди. Нормал кучланиш [image: ] дастлабки фаразлар бўйича нолга тенг бўлмаганлиги учун деформация энергияси ифодасида [image: ] кўпайтма нолга айланади.  
ва 

Кучланиш. Кучланиш тензори ҳам пластина юзасида ётувчи учта  компоненталардан орқали аниқланади. Деформациялар холати  
ва 

каби чекли элементлар тенгламасини матрица кўринишида тақдим этиш қулай бўлиши учун уч компонентали “кучланиш векторини” шакллантирамиз: 
[image: ](
 
11.3) 
Кучланиш тензорини қолган уч компонентаси текис кучланиш холати тарифига мувофиқ нолга тенг. ва
 

Ҳажмий ички кучлар. Пластинанинг қалинлиги бўйича кучланишни интеграллаш йўли билан олиниши мумкин. z координатаси бўйича кучланишларни бир жинсли тақсимланиш холатида тензор ҳосил қилувчи ушбу кучлар қуйидаги формула бўйича осон ҳисобланиши мумкин: 
[image: ](
 
11.4) 
Адабиётларда бундай кучлар кўпинча мембрана кучлари деб аталади 
(11.3 расм.) 
[image: ] 
11.3. расм. Мембрананинг иҳтиёрий элементига таъсир этувчи ички кучлар ва кучланишлар. 
 
Классик чизиқли эластиклик назариясининг ташкил этувчи тенгламалар тизими 11.4 расмда Тонти диаграммаси деб аталувчи кўринишдаги схема шаклида келтирилган. 
[image: ] 
11.4 расм. Эластиклик назариясининг Тонни диаграмммаси кўринишидаги чизиқли классик тенгламаларга рухсат этувчи тизими. 
 
Эластиклик назариясининг ташкил этувчи тенгламалар тизими учта номаълум ҳаракатланиш, деформация ва кучланиш физик майдонларига нисбатан уч гурух тенгламалардан ташкил топади: кинематик боғланишлар, аниқловчи тенгламалар ва жисм сохасидаги мувозанат тенгламалари. Жисмда бошланғич кучланишлар бўлмаганида ушбу тенгламалар тизими қуйидаги символли-матрица кўринишида ёзилиши мумкин: 
[image: ](
 
11.5а) 
  
[image: ](
 
11.5б) 
  
[image: ](
 
11.5в) 
Ҳаракатланиш, деформацияланиш ва кучланишларнинг киритилган матрицали векторлардан ташқари мувозанат тенгламасига кирувчи bx, by компонентали ҳажмий кучлар векторини, жисм нуқтасида кучланиш ва деформацияларни боғловчи Eij компонентали эластик модуллар матрицасини ва фазовий координаталар бўйича ҳусусий ҳосилалардан ташкил топган иккита символли матрицани ўз таркибига олади. Кинематик боғланишлар ва мувозанат тенгламасига кирувчи символли матрицалар ўтказиш (транспонировлаш) операциясигача мос келишини таъкидлаб ўтамиз. 
(11.5) тизимни матрица кўринишда қуйидагича тақдим этиш мумкин: 
[image: ](
 
11.6) 
бу ерда E – эластик модулларнинг симметрик матрицаси, D – ҳусусий ҳосилалардан ташкил топган символли матрица, b – ҳажмий кучларнинг матрицали вектори. 
Келтирилган (11.6) тенгламалар тизими адабиётларда тез-тез қўлланиладиган эластиклик назариясининг тўлиқ тенгламалар тизимини координатали ёки тензорли ёзилиш шаклидан бир қанча фарқ қилишини айтиб ўтамиз. Ушбу ифоданинг афзаллиги шундан иборатки барча тенгламалар чекли элементлар усули муносабатларини келтириб чиқариш учун қулай бўлган матрица кўринишида ёзиб бўлинган ҳисобланади. 
Агар пластина материали изотроп бўлса, эластиклик назариясига асосан эластиклик модуллар матрицаси E компоненталари материалнинг техник константлари: эластиклик модули Е, Пуассон коэффициенти v ва силжиш модули G орқали ифодаланиши мумкин: 
[image: ] 
Бунда санаб ўтилган константлардан фақатгина иккитаси боғлиқмас эканлигини эслатиб ўтамиз. Эластиклик модули Е, Пуассон коэффициенти v ва силжиш модулини G ўзаро боғловчи формула қуйидагича кўринишга эга: 
[image: ] 
Чегаравий шартлар. 
Эластиклик назариясининг классик масалаларида Г юзада берилган чегаравий шартлар иккита турда бўлиши мумкин: кинематик чегаравий шартлар ва кучли чегаравий шартлар. Ҳар бир турдаги чегаравий шартлар юзанинг ўзига тегишли қисмида берлган деб фараз қилинади, яъни мос равишда Гu ва Гt юзаларди (11.5 расм). 
[image: ] 
11.5 расм. Эластиклик назариясининг юзавий масаласидаги кинематик  ва кучли чегаравий шартлар. 
 
Гu юза қисмида кинематик чегаравий шартлар берилади ва улар қуйидаги кўринишда ёзилиши мумкин: 
[image: ]                                                                    (11.7) 
(11.7) ифодани ўнг қисми юза нуқталарини берилган ҳаракатларини акс эттиради. Кўп холларда ушбу ҳаракатлар нолга тенг. Масалан, агар юзанинг қисми 13.4 расмда кўрсатилгандек қандайдир ҳолда маҳкамланган бўлса. 
Кучли чегаравий шартлар Гt юза қисмида берилади ва қуйидаги шаклда ёзилиши мумкин: 
[image: ]                                                                      (11.8) 
(11.8) формуланинг ўнг қисми берилган юза кучлари ёки юза кучланишларини, чап қисми бўлса – n нормалли юзада кучланиш векторини акс эттиради. 
Кучли чегаравий шартларни боўқача ёзилиш шакли қуйидагича бўлиши мумкин: 
[image: ](
 
11.9) 
бу ерда . ва
 

n нормалли юзада кучланишлар вектори Коши формуласига мувофиқ юза нуқтасидаги эластиклик тензори ва юзага ташқи нормал компоненталари орқали аниқланади: 
[image: ](
 
11.10) 
бу ерда  nx ва ny - n(e) юзадаги бирлик нормални декарт координаталарини билдиради (йўналтирувчи косинуслар). Шундай қилиб  (11.8) қуйидаги қуйидаги иккита скаляр муносабатлар кўринишида ёзилиши мумкин: 
. ва 

Баъзи холларда (11.8) шартни нормал n<B< i>> ва t га ортогоналлардан ташкил қилинган локал координаталар тизимида ёзиш қулай бўлади: 
[image: ](
 
11.11) 
бу ерда локал координаталар тизимига мос келувчи кучланиш компоненталари қуйидагича ифодаланиши мумкин: 
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