Муҳандислик масалаларини хусусий ҳосилали 
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Ҳусусий ҳосилали дифференциал тенглама – бир нечта ўзгарувчили номаълум функциялар ва уларниг ҳусусий ҳосилаларига эга дифференциал тенгламалардир. 
Нисбатан оддийроқ бўлган ҳусусий ҳосилали тенгламани кўриб чиқамиз: 
[image: ] 
Ушбу ифодадан и(х,у) функциянинг қиймати у га боғлиқ эмаслиги келиб чиқади. Биз уни х га боғлиқ ихтиёрий функцияга тенг деб олишимиз мумкин. Шундай экан, тенгламанинг умумий ечими қуйидагича ёзилади: 
[image: ] 
бу ерда f – х ўзгарувчига боғлиқ ихтиёрий функция. Шунга мос оддий дифференциал тенглама қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
[image: ], 
ва унинг ечими: 
[image: ] 
бу ерда с – (у га боғлиқ бўлмаган) ихтиёрий константа. Бу иккала мисоллар оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими ихтиёрий константаларга эгалигини, ҳусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларнинг умумий ечими эса ихтиёрий функцияларга эгалигини кўрсатмоқда. Умуман айтганда ҳусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларнинг ечими ягона эмас. Умумий ҳолатда кўриб чиқилаётган соҳа чегарасида қўшимча шартлар берилади. Мисол учун, юқорида кўрилган тенгламанинг (f(х) функцияси) ечими  ягона кўринишда аниқланади, агар u функцияси у=0 чизиғида аниқланган бўлса. 
 
Тарих.   
Тарихшунослар биринчи ҳусусий ҳосилали дифференциал тенгламани 1734-1735 йилларга тегишли (1740-йилда чоп этилган) юзалар назарияси бўйича Эйлер мақолаларида аниқлашган. Замонавий белгилашларда у қуйидагича кўринишга эга: 
[image: ] 
1743-йилдан бошлаб Эйлер ишларига тор тебраниши учун тўлқин тенгламасининг умумий ечимини олган Даламбер қўшилади. Кейинги йилларда Эйлер ва Даламбер айрим ҳусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларни тадқиқот қилиш ва ечиш учун бир қатор усулларни эълон қилдилар. Бу ишлар озми-кўпми якунланган назария яратишга етарли эмас эди. 
Ушбу мавзуни ривожланишидаги иккинчи босқични 1770-1850 йиллар деб белгиласак бўлади. Бу даврга Лагранж, Коши ва Якобиларни чуқур тадқиқиотлари киради. Ҳусусий ҳосилали тенгламаларни дастлабки тизимли тадқиқотларини Фурье ўтказишни бошлаган. У тор тенгламаси ечимига янги усулни – кейинроқ унинг ўзини номини олган ўзгарувчиларни ажратиш усулини қўллади. Мавзуга узлуксиз ўзгартиришлар гурухлари назариясига асосланган янги умумий ёндашувни 1870-йилларда Софус Ли таклиф қилди. 
 
Таснифланиши.  
Ўлчами. 
Ихтиёрий ўзгарувчилар сонига тенг. Иккитадан кам бўлмаслиги керак (битта бўлганда оддий дифференциал тенглама бўлиб қолади). 
Чизиқлилик. 
Чизиқли ва чизиқли бўлмаган тенгламалар мавжуд. Чизиқли тенглама номаълум функция ҳосилаларини чизиқли комбинациялари кўринишида бўлади. Бунда коэффициентлар ёки ўзгармас ёки маълум функция бўлиши мумкин.  
Чизиқли тенгламалар яхши тадқиқ қилинган, айрим турдаги чизиқли бўлмаган тенгламаларнинг ечими учун миллионлаб мукофотлар тайинланган (минг йиллик масалалари). 
Бир жинслилик. 
Агар тенглама номаълум функцияларга боғлиқ бўлмаган ҳадларга эга бўлса у бир жинслимас ҳисобланади. 
Даражаси. 
Тенгламанинг 	даражаси 	ҳосиланинг 	максимал 	даражаси 	билан аниқланади. Иккинчи тартибли тенгламаларнинг таснифи. 
Ҳусусий ҳосилали иккинчи тартибли чизиқли тенгламалар параболик, элиптик ва гиперболикларга бўлинади. 
Иккита боғлиқмас ўзгарувчиларга эга бўлган иккинчи тартибли чизиқли тенглама қуйидаги кўринишга эга бўлади: 
[image: ]  
бу ерда A, B, C – х ва у ўзгарувчиларга боғлиқ коэффициентлар, кўп нуқталар эса х, у, u ва биринчи тартибли ҳосилаларга боғлиқ бўлган ҳадларни билдиради:  . Бу тенглама конус кесимининг тенгламасига ўхшайди:    
ва 

Худди конус кесими элипс, парабола ва гиперболаларга бўлингани сингари, иккинчи тартибли тенглама берилган нуқтада [image: ] дискриминант ишорасига боғлиқ холда қуйидагича таснифланади: 
1. - Гиперболик тенглама. 
2. - Элипстик тенглама. 
3. - Параболик тенглама (бу ерда берилган нуқтада A,B,C коэффициентлар бир вақтнинг ўзида нолга тенг бўлмаслиги кўзда тутилган).  
Барча A, B, C коэффициентлар ўзгармас бўлган холатда, тенглама х ва у ўзгарувчилар текислигининг барча нуқталарида бир хил типда бўлади. Барча A, B, C коэффициентлар х ва у ўзгарувчиларга узлуксиз боғлиқ бўлса ва берилган нуқталар тўпламида тенгламалар гиперболик (эллиптик) типга тегишли бўлса, улар текисликда гиперболик (эллиптик) деб аталувчи очиқ оралиқни ҳосил қилади, агар нуқталар тўпламида тенглама параболик типга оид бўлса – ёпиқ оралиқни ҳосил қилади. Агар тенглама текисликнинг баъзи жойларида гиперболик, баъзи жойларида эллиптик бўлса, у ҳолда тенглама аралаш (аралаш тип) деб аталади. Бу холатда параболик нуқталар одатда типни алмаштириш чизиғи ёки айниш чизиғи деб аталувчи чизиқни хосил қилади.  
Умумий холатда иккинчи даражали тенглама кўпгина боғлиқмас ўзгарувчиларга боғлиқ бўлганда, қуйидагича ифодаланади: 
 
Буни берилган ҳолда қуйидагича таснифланиши[1] мумкин:  
нуқтад
а мос келувчи квадрат
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Айнимаган чизиқли алмаштириш билан  
[image: ] 
Квадратик шаклни ҳар доим кононик кўринишга келтирилиши мумкин: 
[image: ] 
Бунда инерция теоремасига мувофиқ квадратик шаклнинг кононик кўринишидаги мусбат, манфий ва нолга тенг λi коэффициентлар сони инвариант ҳисобланади ва чизиқли алмаштиришга боғлиқ бўлмайди. Шунинг асосида кўрилаётган тенглама ( M0 нуқтада) қуйидагича таснифланади: 
1. Агар M0 нуқтада кононик кўринишидаги квадратик шаклнинг барча коэффициентлари бир хил ишорага эга бўлса, унда бу нуқтадаги тенглама эллиптик типдаги тенглама деб аталади. 
2. Агар M0 нуқтада кононик кўринишидаги квадратик шакл коэффициентларининг ишоралари ҳар хил, лекин шу билан бирга нолдан фарқли бўлса, унда бу нуқтадаги тенглама гиперболик типидаги тенглама деб аталади.  
3. Агар M0 нуқтада кононик кўринишидаги квадратик шаклнинг коэффициентларидан бири нолга тенг бўлса ҳам, у холда бу нуқтадаги тенглама параболик типидаги тенглама деб аталади. 
Агар зарур бўлса боғлиқмас ўзгарувчи кўп бўлган холатдаги батафсилроқ бўлган таснифни келтириш ҳам мумкин: 
1. Гиперболик тип қўшимча равишда қуйидагича таснифланиши мумкин: 
· нормал гиперболик тип, агар битта коэффициент бир ишорали, қолганлари эса бошқа ишорали бўлса. 
· ультрагиперболик тип, агар бир хил ишорали коэффициентлар биттадан кўп бўлса. 
2. Параболик тип қўшимча равишда қуйидагича таснифланиши мумкин: 
· эллиптик-параболик тип, агар фақат битта коэффициент нолга тенг, қолганлари эса бир хил ишорали бўлса. 
· гиперболик-параболик тип, агар фақат битта коэффициент нолга тенг, қолганлари бўлса ҳар хил ишорали бўлса. Худди гиперболик типга ўхшаш у ҳам қуйидагича бўлиниши мумкин: 
· нормал гиперболик-параболик тип; 
· ультрагиперболик-параболик тип; 
· ультрапараболик тип, агар нолга тенг коэффициентлар биттадан ортиқ бўлса.  
 
Ечимни мавжудлиги ва ягоналиги. 
Гарчи оддий дифференциал тенгламанинг ечими мавжудлиги ва ягоналиги тўғрисидаги саволга тамоман тугалланган жавобга эга бўлсак ҳам (Пикар-Линделёф тенгламаси), ҳусусий ҳосилали тенгламаларда ушбу савол учун аниқ жавоб йўқ. Номаълум функцияларга ва уларнинг ҳосилаларига нисбатан аналитик бўлган ҳар қандай ҳусусий ҳосилали тенгламанинг Коши масаласи учун ягона аналитик ечимга эгалигини тасдиқловчи умумий теорема мавжуд (Коши-Ковалевская теоремаси). Шунга қарамасдан, коэффициентлари барча ҳосилага эга ва шунга қарамасдан ечимга эга бўлмаган ҳусусий ҳосилали чизиқли тенгламаларга мисоллар мавжуд. Ҳаттоки ечим мавжуд ва ягона бўлса ҳам, бу ечимлар мақсадга мувофиқ бўлмаган хусусиятларга эга бўлиши мумкин. 
Лаплас тенгламаси учун Коши масаласининг (n га боғлиқ бўлган) кетма-кетлигини кўриб чиқамиз: 
[image: ] 
тенглама учун бошланғич шартлар қуйидагича: 
  

бу ерда n – бутун сон. Ўзгарувчи у бўйича u функциянинг ҳосиласи n ошгани сари х бўйича бир маромда 0 га интилади, бироқ тенгламанинг ечими қуйидагича бўлади: 
[image: ] 
Агар nx у нинг ҳар қандай нол бўлмаган қиймати учун π га каррали бўлмаса ечим чексизликга қараб интилади. Лаплас тенгламаси учун Коши масаласи ечимни бошланғич шартлардан узлуксиз боғлиқлиги йўқ бўлганлиги сабали ёмон қўйилган ёки коррект бўлмаган масала деб аталади. 
Мисоллар.  
Бир ўлчовли иссиқлик ўтказувчанлик тенгламаси 
Бир жинсли стерженда иссиқликни тарқалишини тасвирловчи тенглама қуйидаги кўринишга эга:  
[image: ] 
бу ерда u(t,x) – ҳарорат, α – иссиқлик тарқалишини тасвирловчи мусбат константа. 
Коши масаласи қуйидаги кўринишда қўйилади: 
[image: ] 
бу ерда f(х) – иҳтиёрий функция. 
Тор тебраниш тенгламаси 
[image: ] 
бу ерда u(t,x) – торни мувозанат холатидан силжиши ёки қувурдаги ортиқча ҳаво босими ёки қувурдаги электромагнит майдоннинг магнитудаси, с – тўлқин тарқалиш тезлиги. Коши масаласини вақтнинг дастлабки лаҳзасида шакллантириш учун дастлабки лаҳзада торни қўзғалиши ва тезлигини бериш керак: 

 
Икки ўлчовли лаплас тенгламаси 
Икки ўзгарувчили номаълум функция учун Лаплас тегламаси қуйидаги кўринишга эга: 
[image: ] 
Унинг ечими гармоник функция деб аталади. Аналитик функциялар билан боғлиқлиги [image: ] комплекс ўзгарувчили ҳар қандай f голоморф функциянинг 
ҳақиқий ва мавҳум қисмлари гармоник-боғланган функция ҳисобланади: уларнинг иккаласи ҳам Лаплас тенгламасини қониқтиради ва уларнинг градиентлари ортогоналдир. 
Агар f=u+iv бўлса, у холда Коши-Риман шартлари қуйидагиларни тасдиқлайди: 
[image: ] 
Тенгламаларни бир-бирига қўшиб ва айириб, қуйидагиларни оламиз: 
[image: ] 
Шунингдек, ихтиёрий гармоник функция айрим аналитик функцияларнинг ҳақиқий қисми эканлигини кўрсатиш мумкин. 
Чегарали масалалар 
Чегарали масалалар қуйидаги кўринишда ифодаланади: S соҳанинг ички нуқталарида Лаплас тенгламасини ∂S соҳа чегарасида эса – баъзи шартларни қониқтирувчи u функцияни топинг. Шартнинг кўринишига кўра куйидаги чегаравий масалаларни ажратиш мумкин: 
· - Дирихле масаласи 
· - Нейман масаласи 
 
Математик физика тенгламасини ечиш. 
Берилган типдаги тенгламаларни ечишнинг иккита усули мавжуд: 
· аналитик, бунда натижа ҳар хил математик алмаштиришлар билан чиқарилади. 
· саноқли, бунда олинган натижа ҳақиқийсига берилган аниқлик билан мос келади, лекин кўп оғир ҳисоб-китоб ишларини бажаришни талаб қилади, шунинг учун  уни фақатгина ҳисоблаш техникаси ёрдамида бажариш мумкин. 
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тарихи. 


 


3.


 


?


усусий 


?


осилали дифференциал тенгламаларни таснифланиши. 


 


4.


 


Ечимни мавжудлиги ва ягоналиги. 


 


5.


 


Исси


?


лик ўтказувчанликни бир ўлчовли тенгла


маси. Тор 


тебраниш тенгламаси. Икки ўлчовли Лаплас тенгламаси. 


 


 


 


Калит сўзлар: 


?


усусий 


?


осилали дифференциал тенгламалар, 


параболик, элиптик, гиперболик, аралаш, каноник, Коши 


–


 


Ковалевская 


теоремаси, айниш чизи


?


и,


 


 


Лаплас тенгламаси, исси


?


лик ўтказувчанл


ик 


тенгламаси, ечимнинг мавжудлиги, ягона ечим, тор тебраниш 


тенгламаси, чегаравий масалалар, Дирихле масаласи, Нейман масаласи. 


 


 


 


?


усусий 


?


осилали дифференциал тенглама


 


–


 


бир нечта 


ўзгарувчили 


номаълум функциялар ва уларниг 


?


усусий 


?


осилаларига 


эга дифференциал тенгламалардир. 


 


Нисбатан оддийро


?


 бўлган 


?


усусий 


?


осилали тенгламани кўриб 


чи


?


амиз: 


 


 


 


Ушбу ифодадан 


и(х,у) 


функциянинг 


?


иймати 


у


 


га бо


?


ли


?


 эмаслиги 


келиб чи


?


ади. Биз уни 


х


 


га бо


?


ли


?


 ихтиёрий функцияга тенг деб 


олишимиз мумкин. Шундай экан, тенгламанинг умумий ечими 


?


уйидагича ёзилади: 


 


 


 


бу ерда 


f


 


–


 


х


 


ўзгарувчига бо


?


ли


?


 ихтиёрий функция. Шунга мос оддий 


дифференциал тенглама 


?


уйидаги кўринишга эга бўлади: 


 


,


 


 


ва унинг ечим


и: 


 


 


 


бу ерда с 


–


 


(


у


 


га бо


?


ли


?


 бўлмаган) ихтиёрий константа. Бу иккала 


мисоллар оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими ихтиёрий 


константаларга эгалигини, 


?


усусий 


?


осилали дифференциал 




Му ? андислик масалаларини хусусий  ? осилали    дифференциал тенгламалар ёрдамида ифодалаш        Режа:    1.   ? усусий  ? осилали дифференциал тенгламаларнинг таърифи.    2.   ? усусий  ? осилали дифференциал тенгламаларни пайдо бўлиш  тарихи.    3.   ? усусий  ? осилали дифференциал тенгламаларни таснифланиши.    4.   Ечимни мавжудлиги ва ягоналиги.    5.   Исси ? лик ўтказувчанликни бир ўлчовли тенгла маси. Тор  тебраниш тенгламаси. Икки ўлчовли Лаплас тенгламаси.        Калит сўзлар:  ? усусий  ? осилали дифференциал тенгламалар,  параболик, элиптик, гиперболик, аралаш, каноник, Коши  –   Ковалевская  теоремаси, айниш чизи ? и,     Лаплас тенгламаси, исси ? лик ўтказувчанл ик  тенгламаси, ечимнинг мавжудлиги, ягона ечим, тор тебраниш  тенгламаси, чегаравий масалалар, Дирихле масаласи, Нейман масаласи.        ? усусий  ? осилали дифференциал тенглама   –   бир нечта  ўзгарувчили  номаълум функциялар ва уларниг  ? усусий  ? осилаларига  эга дифференциал тенгламалардир.    Нисбатан оддийро ?  бўлган  ? усусий  ? осилали тенгламани кўриб  чи ? амиз:        Ушбу ифодадан  и(х,у)  функциянинг  ? иймати  у   га бо ? ли ?  эмаслиги  келиб чи ? ади. Биз уни  х   га бо ? ли ?  ихтиёрий функцияга тенг деб  олишимиз мумкин. Шундай экан, тенгламанинг умумий ечими  ? уйидагича ёзилади:        бу ерда  f   –   х   ўзгарувчига бо ? ли ?  ихтиёрий функция. Шунга мос оддий  дифференциал тенглама  ? уйидаги кўринишга эга бўлади:    ,     ва унинг ечим и:        бу ерда с  –   ( у   га бо ? ли ?  бўлмаган) ихтиёрий константа. Бу иккала  мисоллар оддий дифференциал тенгламанинг умумий ечими ихтиёрий  константаларга эгалигини,  ? усусий  ? осилали дифференциал 

