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Chegaraviy masalalar Masalaning qo’yilishi. 
Chegaraviy masala - bu 
d
uk(x)  fk(x,u1,u2,...,up),1 k  p, dx	                              (1) sistemaning [a,b] kesmada birtadan  ko’p nuqtasida  qo’shimcha  shartlar qo’yilgan xususiy yechimini topishdan iborat. . Chegaraviy masalalarning turli bo’lishlariga qaramasdan ular asosan birta sonli usul yordamida echiladilar. 
  Chegaraviy masalalarni sonli yechish ga otishma va  ayirmali  usullarni qullaydilar. Otishma usuli,bu chegaraviy masalani  shu sistema uchun Koshi masalasiga olib kelishdan  iborat. 
  Ayirmali usulda esa chegaraviy masala, tartibi juda katta bo’lgan algebraik tenglamalar sistemasiga olib kelinadi (noma’lumlar to’r nuqtalaridagi yechimning qiymatlaridan iborat). 
  Masala chiziqlimas  bo’lgan holda har ikkala usul ham iteratsion usuldan iborat. 
2. Otishma usuli. Bu  chegaraviy masalani xuddi o’sha sistema uchun Koshi masalasiga keltirishdan iborat. 
  Bu usulni chegaraviy shartlari yetarlicha umumiy bo’lgan ikkita  
u' (x)  f (x,u,),' (x)  q(x,u,),a  x b (u(a),(a)) 0,(u(b),(b))  0 
 differensial tenglamalar sistemasi misolida qaraymiz. u(a)  ixtiyoriy qiymatni tanlab olib  (,(a))  0 chap shartni  algebravik  tenglama sifatida qarab  uni qanoatlantiradigan  (a) () qiymatni topamiz.  
u(a) ,(a)  qiymatlarni (2) sistemaga Koshi masalasining 
boshlang’ich shartlari sifatida qarab, Koshi masalasini istalgan sonli usul yordamida  yechamiz.   qiymat shunday tanlanganki topilgan yechim chap chegaraviy shartni qanoatlantiradi. Ammo bu yechim o’ng chegaraviy  shartni qanoatlantirmaydi, uni o’ng chegaraviy shartning chap tomonini  -ning funksiyasi sifatida qarasak: 

() (u(b;),(b;)) 
umuman aytganda nolga aylanmaydi. Lekin , agar ()  0 tenglamani yechsak, unda  qiymat aniqlanadi. Bu algebraik tenglamani istalgan sonli usul yordamida yechish  mumkin. Lekin  () funksiyaning har bir yangi qiymatini topish (2)sistemani sonli yechishni talab qiladi. Shu sababli, ()  0 tenglama ildizini tez topadigan usulni qo’llash maqsadga muvofiq. 
 
Ayirmali usul; chiziqli masala 
Ayirmali usulni, eng sodda ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama uchun qo’yilgan chegaraviy masala misolida qaraymiz: 
 u '' (x) p(x)u(x)  f (x),a  x  b                                                            (1)             
  u(a) ,u(b) .                                                                                    (2)             
[a,b] kesamada a  x0 x1 ...xN  b to’rni qaraymiz. Soddalik uchun bu to’rni tekis deb hisoblaymiz. Ikkinchi tartibli hosilani yechimning to’r nuqtalaridagi un=u(xn) qiymatlari orqali ifodalaymiz; eng sodda  
u''(xn ) h12 (un1 2un un1 ) 
 approksimatsiyadan foydalanamiz:                                                               
Bunday approksimatsiyani har bir xn; n=1,2,...,N-1 , ichki nuqta uchun yozish mumkin. Agar buni (1)-tenglamadagi ikkinchi tartibli hosila o’rniga quysak unda tenglama taqribiy bo’lib, uni qidirilayotgan u(x) yechim emas, balki taqribiy 
yn  u(xn ) yechim qanoatlantiradi. Bu almashtirishni bajarib , pn=p(xn), fn=f(xn) 
belgilashlarni qabul qilsak  
yn1 (2  h2  pn) yn  yn1  h2  fn,1 n  N 1                           (3)      
tengliklarga ega bo’lamiz. Bu N-1 ta algebraik tenglamadan iborat bo’lgan sistemadir. Noma’lumlar soni N+1 ta , ya’ni noma’lumlar soni tenglamalar sonidan ko’pdir. Ikkita yetmaydigan tenglamani (2) chegaraviy shartlardan hosil qilamiz. 
y0 , yN                                                           (4) 
 
(3) - algebraik sistemani yechib, taqribiy yechimni topamiz. 
 Bunda uchta savol tug’iladi: 
1) (3) – ko’rinishli sistemaning yechimi mavjudmi? 
2) agar yechim mavjud bo’lsa, uni qanday topish kerak? 
3) u(x) yechimga istalgancha  yaqin bo’lgan y(x) taqribiy yechimni topish iloji bormi? 
Eng avval ayirmali yechimning mavjudligini tekshiramiz. 
p(x)>0 deb talab qilamiz. (1)-masala chiziqli bo’lganligi uchun, ayirmali 
approksimatsiya ham chiziqli bo’ldi. Shuning uchun (3)- sistema chiziqli algebraik tenglamalar sistemasidan iborat bo’ldi. pn>0 bo’lganligi uchun, bu sistemaning matrisasi diagonal elementlari absolyut qiymati shu element turgan satrdagi boshqa elementlar absolyut qiymatlari yig’indisidan katta bo’ladi. Bunday sistemaning yechimi mavjud va yagona bo’lishi ma’lum. 
Sistemaning matrisasi uch diagonalli bo’lganligi uchun uni progonka usuli bilan yechish  samarali. 
quyidagi teorema o’rinli. 
Teorema. Agar p(x) va f(x) ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lsalar unda ayirmali yechim ,aniq yechimga intiladi va xatolik O(h2)kabi bo’ladi. 
Isbot.  Teoremaning shartlaridan u(x) to’rtinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega ekanligi kelib chiqadi.   Unda  
                                                             
h12 (un1 2un un )u'' (xn )  121 h2 u(4) (n ),xn1 n xn1 
1
 
munosabat o’rinli bo’ladi. 
  Bundan, aniq yechim 
	2	2	h4	(4)
un1  (2  h  pn)un  un1  h  fn 	 u	(n),1 n  N 1 12
ayirmali tenglamani qanoatlantirishi kelib chiqadi.. 
  Bu tenglamadan (3) -tenglamani ayirib, zn=un-yn xatolikni qanoatlantiradigan 
	2	h4	(4)
	(2  h  pn) zn  zn1  zn1  	 u (n)	,	1 n  N 1	(5)
	12	 
z0  0, zN  0,                                                  (6) 
tenglamalarni hosil qilamiz. 
 |zn| maksimumga erishadigan xn0 nuqtani tanlab olamiz; buning chegaraviy nuqta emasligi ma’lum. pn>0 shartni inobatga olib bu nuqtada (5) - tenglikning chap va o’ng tomonlarining absalyut qiymatlarini  taqqoslab,  (2  h2  pn0 ) z(n0)  zn01  zn01  h4  4 n0  u 
12
tengsizlikka ega bo’lamiz. Buning o’ng tomonidagi zn01 va zn01 larni zn0 ga  almashtirsak 
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tengsizlik hosil bo’ladi. Bu tengsizlik teorema tasdig’ini isbot qiladi. 
 
Ayirmali usul; chiziqlimas  masala 
Endi umumiyroq xolni qaraymiz. Chiziqlimas masalalar anchagina qiyinchiliklarni tug’diradi. 
	u'' (x)  f (x,u)	,	u(a)  ,	u(b)                                          (1) 
birinchi jins chegaraviy shartlar bilan berilgan chiziqlimas, ikkinchi tartibli differanstial tenglamani qaraymiz. f(x,u) ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lsin degan talabni qo’yamiz. Unda u(x) funksiyaning to’rtinchi tartibli hosilasi uzluksiz bo’ladi. 
	M1  max fu	,	M2  maxu(4)(x) 
qilib belgilaymiz. 
   Yuqoridagidek [a,b] kesmada  tekis to’rni  aniqlab ikkinchi  tartibli hosilani chekli ayirma bilan almashtiramiz. 
  Unda 
u '' (xn) h4 u (4) (n) 12
yn1 2yn  yn1  h2  f (xn, yn),1 n  N 1                                  (2) 
y0 , yN   
chiziqlimas algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo’lamiz. Ayirmali yechimning anik yechimga yaqinlashishini isbot qilamiz, buning uchun  fu>m1>0 deb faraz qilamiz. Ikkinchi hosilaning approksimatsiyasi uchun 
	un1  2un un1  h2 u'' (xn)  h4 u(4) ( )	 (xn1,xn1 )
	n	n
	12	             	 
munosabat o’rinli bo’lgani uchun, aniq yechim  
4
	un1  2un un1  h2 f xn, yn h u(4) (n),	1 n  N 1
	12	 
u0 ,uN  
ayirmali tenglamalarni qanoatlantiradi. 
 Bu tenglamalarni  (2) - teglamalardan mos ravishda ayirib zn  yn un xatolik uchun  
h4
	zn1  (2  h2  fn) zn  zn1 	 u(4)(n)	,	1 n  N 1
        	12	  (3)  z0  0,zN  0 
                                                                                                                                 tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. 
 Bu erda ( fu)n  f (xn, yn)  f (xn,un)  xn0 , zn maksimumga erishadigan 
zn
nuqta bo’lsin. Bu nuqtada (3) munosabatni  
	2	h4	(4)
	(2 h  fu)n0 zn0  zn01  zn01 	 u	(n)
12 
 
tengsizlik shaklida yozamiz. ґng tomondagi zn01 va zn01 ni zn0 ga almashtirib bu tengsizlikni yana ham kuchaytirib 
	h2u(4)n0 	h2 M2
	zn0  zn C  12fun0	 12m1	                                   (4)             
bahoni hosil qilamiz. 
  Bu baho,h 0 ayirmali yechimning  aniq yechimga ikkinchi tartib bilan tekis yaqinlashishini bildiradi.  
  Ayirmali yechimni topish  bilan shug’ullanamiz. 
  (2) - sistemani iteratsiya usuli yordamida yechish  mumkin. Masalan yns1 2yns  yns1  h2 f xn, yns1 , 1 n  N 1                            (5) 
y0s , yNs  
bu erda s - iteratsiya nomerini belgilaydi. Iteratsion usulni qo’llasak iteratsiyaning har bir qadamida uch diagonalli chiziqli tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi. Bu sistemani progonka usuli yordamida yechish  mumkin. (5) - iteratsiya usulining yaqinlashishini tekshiramiz.   
   n   yns  yn - iteratsiya xatoligi,  (2) -ni (5)-dan ayirishdan hosil bo’ladigan 
ns1/ 2ns ns1  dns,1 n  N 1                                (6) 
0s  0,Ns  0 
dns  h2 f (xn , yns1)h2 f (xn , yn )  h2 fu (xn , yn )ns1 
tenglamani qanoatlantiradi. 
Bu sistemani progonka usuli yordamida yechamiz. Bu sistema uchun progonka koeffistientlarini topish rekkurent formulalarini 
	1	n
	n1 		,0  n  N  2,N  0
	2n	n 1	 
 
	s	1	n	s
n1 n1(n dn  )   k dk  ,1 n  N 1 n 1 k1
shaklda yozish mumkin. 
Progonkaning teskari harakat formulalari 
N
	ηn s  αn1ηns1  βn1  n  1	k1 p d p s	 
kn1	k 1 p1	                     (7) k
shaklda yoziladi. 
Bular izlanayotgan yechim bo’ladilar. (6)-sistemaning tenglamalarini o’ng tomonlari uchun 
 
dn s  qs,qs  h2  M1  ηns1 C 
tengsizliklar bajariladi. 
Bularni (7)-ga quyib 
	ns  qs n N	1	k1 p  1 qs N  nn  1qs  N 2
	kn1 k k 1 p1	2	8
 bahoga ega bo’lamiz. Bundan 
 
	ns C  qns1 C	,                                      (8)             
bunda  
	q  [image: ] N2 h2  M1 	[image: ](b  a)2  M1 
hosil bo’ladi. 
 Bu baho iteratsiya usulining 
	18(ba)2 M1 1,M1  max dudt	(9)             
 
shart bajarilganda yaqinlashishini ko’rsatadi. Yaqinlashish chiziqli ekanligi ko’rinib turibdi (q ning birinchi darajasi kabi). 
(2) sistemani Nyuton usuli yordamida yechish  maqsadga muvofiqdir. Tenglamalarning o’ng tomonlarini chiziqli funksiyaga almashtirib quyidagi formulalarni yozish mumkin: 
yns1  yns  ns,0  n  N, 
ns1 (2 h2 fu )n ns  ns1  h2 fns  yns1  2 yns  yns1, 
1 n  N 1,0s  Ns  0. 
Bu sistemani ham progonka usuli yordamida yechish  mumkin. 
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