ODDIY DIFFERENSIAL  TENGLAMALAR UCHUN 
KOSHI MASALASINI YECHISHNING SONLI USULLARI. BIR 
QADAMLI USULLAR: EYLER VA RUNGE-KUTTA USULLARI.  ODDIY 
DIFFERENSTIAL TENGLAMALARNI YECHISHDA KO’P QADAMLI 
CHEKLI AYIRMALI USULLAR, ULARNING YAQINLASHISH VA 
TURG’UNLIGI. ADAMS EKSTRAPOLYASTION VA INTERPOLYASTION FORMULALARI. 
Reja: 
1. Masalaning qo’yilishi . 
2. Sonli usullar misollari . 
3. Runge – Kutt usullari . 
4. Runge – Kutt usullarning yaqinlashishi . 
 
Masalaning qo’yilishi. 
	du	0
	  f (t,u),	u(0)  u                                        (1) 
dt
sistema uchun yoki batafsilroq 
dui t  fi t,u1,u2,...,un , t 0 ,	i 1,2,...,n                      (2) dt
	ui 0ui0,	i 1,2,...,n                                      (3) 
Koshi masalasini qaraymiz. Agar 
fi t,u1,u2 ,...,un ,D  t  a, ui ui0 b,i 1,2,...,n 
D
 
 yopiq  soіada uzluksiz bo’lsalar, unda  
	fi  M	,	i 1,2,...,n 
shart o’rinli bo’ladi. 
 Bundan tashqari agar fi lar, D - soxada istalgan t,u1' ,u2' ,...,un' , 
t,u1'' ,u2'' ,...,un''  nuqtalar uchun ui argumentlar bo’yicha , istalgan u' va u''  uchun 
Lipshist shartini kanoatlantirsa, ya’ni 
ìf t,u ' ,u2' ,...,un'  fi t,u1'' ,u2" ,...,un"   Lu1' u1"  u2' u2"...un' un" i	1
bo’lsa, unda (2) sistemaning u1 u1t,u2 u2t,...,un unt  
0		b        va (3) - shartalarni  qanoatlantiruvchi yechimi mavjud t t  mina,	
		M 
bo’lib birdan - birdir. 
 Koshi masalasini sonli yechish va uni tadqiq etishda Koshi masalasining yechimi mavjud va birdan-bir va  keraklicha silliq deb faraz qilamiz. 
Sonli usullar misollari.  
Koshi masalasini  yechishning ikki guruі sonli usullari mavjud: 
 Ko’p qadamli ayirmali usullar va  Runge-Kutt usullari. µuyida sonli usullarning bir qancha misollarini qarab chiqamiz va bayon qilamiz. Soddalik uchun birta 
	()4	du
 f (t,u) , t 0 , u(0)  u0                                                            (4) dt
tenglamani qaraymiz.  ti i,i  0,1,2,... 
nuqtalar to’plamini qaraymiz. Buni to’r deb ataymiz. 
u(t) (4) - tenglamaning aniq yechimi bo’lsin. yi  yti (4) - masalaning 
taqribiy yechimi bo’lsin. yi takribiy yechim to’r funksiya deb aytiladi, ya’ni faqat 
 to’rda aniqlangan funksiyadir. 
1- misol. Eyler usuli. 
(4) - tenglama 
	yi1  yi  f ti,yi  0,i  0,1,...,y0  u0	 
	       	τ	                               (5)
()5
 ayirmali tenglama bilan almashtiriladi. Bu tenglamaning yechimi 
	yi1  yi f ti , yi 0,i 0,1,...,y0 u0	 
rekurrent formula yordamida oshkor tarzda topiladi. 
Taqribiy usullar qaralganda yaqinlashish ularning asosiy xossasi іisoblanadi. Taqribiy usullar  yaqinlashishini turlicha ta’riflash mumkin. Chekli ayirmalar usulida 0   dagi yaqinlashish tushunchasi ko’p tarqalgan. Bu quyidagilardan iborat. t -  nuktani tanlab olib shunday  turlar ketma-ketligini qaraymizki 
	0,ti iti 	 
bo’lsin. 
(5) usul t- nuqtada yaqinlashadi  deb aytiladi, agar   0      yi uti   0 . (5)-usul 0.Т kesmada yaqinlashadi deb aytiladi   agar bu usul kesmaning іar bir nuqtasida yaqinlashsa. 
Usulning tartibi r-ga teng deb aytiladi, agar p0 uchun 0 yi uti   0τ p  bo’lsa. Usul xatoligi zi = yi - u(ti) ni qanoatlantiradigan tenglamani xosil qilamiz.  yi = zi + ui ni (5) - ga  qo’yib 
zi1  zi  f ti ,ui  zi  ui1 ui                                                (6) 
		
tenglamani xosil qilamiz. (6) - ning o’ng tomonini 
	(1)	2 
	i	i
yiІindi ko’rinishda yozish mumkin. 
Bunda  
 
	i1 ui1 ui  f (ti ,ui )	, i2  f ti ,ui  zi  f (ti ,ui ) 

 
i(1) funksiya (5) - ayirmali tenglamaning (4) – dastlabki  tenglama yechimidagi approksimatsiya  xatoligi deb aytiladi. Approksimatsiya xatoligi (5) - ayirmali  tenglama chap tomoniga (4) - dastlabki tenglama aniq  yechimi u(t) qo’yilganda xosil bo’lgan farqdan iborat ekanligi ko’rinib turibdi. yi taqribiy yechim  u(ti) -  aniq yechimga teng bo’lganda xatolik nolga teng bo’ladi. 
Agar  0, i(1) 0  ayirmali usul dastlabki differenstial tenglamani approksimatsiyalaydi deb aytiladi. Agar i(1)  0bulsa ayirmali usul dastlabki tenglamani  r- tartib bilan approksimatsiyalaydi deb aytiladi. Keyinroq juda katta umumiy farazlarda  aniqlik tartibining  approksimatsiya tartibiga tengligi ko’rsatiladi. 
i2  f ti ,ui  zi  f (ti ,ui ) 
Agar dastlabki tenglamaning o’ng tomoni utga boІliq bo’lmasa bu funksiya aynan nolga teng bo’ladi.  Umumiy xolda i (2) ,zi xatolikka proporstionaldir, chunki 
i2  df ti ,ui  zi  zi , 1. 
du
Eyler usulining  approksimatsiya tartibini Teylor formulasini qullab topish qiyin emas. 
ui1 ui  u ' ti  0 

bo’lganligi uchun (4) ga asosan 
	i1  u' ti  f ti ,ui  00 ,     	 
ya’ni , Eyler usuli birinchi tartibli approksimatsiyaga ega. Buni xosil qilishda u''(t) ning chegaralanganligini faraz qilindi. 
2- misol. Simmetrik sxema. 
(4) - tenglama  ui1  yi  1f ti , yi  f (ti1 , yi1 ) 0,i  0,1,....,y0  u0                        (7) 
		2
ayirmali sxema bilan almashtiriladi. 
Bu usul Eyler usuliga qaraganda ancha murakkabdir, chunki yt1 qiymat  oldin aniqlangan yi qiymat orqali 
1
yi1   f (ti1 , yi1 )  F, 
2
bunda 
	Fi	1
Fi  yi   f (ti , yi ) 2
tenglamani yechish bilan aniqlanadi. Shu sababli usul oshkormas deb aytiladi. (7) - usulning (5)- ga nisbatan afzalligi uning yuqori tartibli aniqligidadir. 
i1  ui1 ui  1f ti ,ui  f (ti1 ,ui1 ) 
		2
funksiya uchun 
i1  ui' ui"  02  1 ui' ui'2  ui' ui"  1ui' ui' ui"  02  
	2	2	2	2
o’rinlidir, ya’ni i(1)  02  
Shunday qilib, (7) - usul ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega. Keltirilgan misollar ayirmali usullar deb ataluvchi usullardan eng soddalaridirlar, ular yana ayirmali sxemalar іam  deb aytiladilar. 
Runge- Kutt usulining ayirmali usullardan  farqi shundaki, tenglamalarning o’ng tomoni  f(t,u)  qiymatlari nafaqat tur nuqtalarida , balki oralik nuqtalarda іam іisoblanib topiladi 
3- misol. Ikkinchi tartibli Runge-Kutt usullari. 
Faraz qilamiz, dastlabki yi yechim t=ti laxzada aniqlangan bo’lsin. yi+1 = y(ti+1) qiymatni topish uchun eng avval 
[image: ]y yi
i
 f ti ,ui                                                                               (8) 
0,5
  
[image: ]Eyler sxemasi buyicha yoralik qiymatni topib, undan so’ng 
i
[image: ]	yi1  yi	                                                                   (9) 
 f (ti  0,5, y)
		i
sxemadan yi1 ni oshkor tarzda topamiz. 
[image: ]Boglanishsizlikni tadqik etish uchun y yi  0,5f ti ,ui  ni (9)-ga quyib 
i
yi1  yi ti ,ui )  0                                         (10)  f (ti  0,5, yi  0,5, f

ayirmali tenglamani xosil qilamiz. Bu tenglamaning boІlanishsizligi 
	1	ui1  ui	ti ,ui                                         (11) 
i  	 f (ti  0,5,ui  0,5, f 
ko’rinishda yoziladi. 
Teylor formulasiga asosan 
	'	1 "	2	3
ui ui ui O( )ui

ui1 ui


 
va 
f (ti  0,5,ui  0,5f ti ,ui ) 
tti ,ui 
	f (ti ,ui )  0,5	t	
chunki, (4) ga asosan 
ui
 
	2	ui'  1ui"O(2 ) 
		2
f ti ,ui )  0,5f ti ,ui  0,5f ti ,ui f ti ,ui  O2  
	t	u
f ti ,ui tti ,ui  O2  f ti ,ui  0,5ui" O2 , 
	u	
f t ,u 	f t ,u 

	ui" 	i	i  f ti ,ui 	i	i . 
	t	u
Bulardan (10) - ning ikkinchi tartibli approksimatsiya xatoligiga ega ekanligi kelib chiqadi, i(1)  O2   va (7) - dan farqli oshkor usuldir. (10) - usulni qo’llash ikki bosqichdan iborat, shuning uchun bu usul predikator-korrektor deb aytiladi. (10) - usul boshqacha amalga oshirilishi mumkin. 
 Eng avval ketma-ket 
ki
	                        k1  f ti , yi  ,	k2  f ti 0,5, yi 0,5k1 
іisoblanadilar, undan keyin yi1 , yi1  yi / k2tenglamadan topiladi. (10)usulning bunday qo’llanilishi Runge-Kutt usuli deb aytiladi. 
 
Runge - Kutt  usullari. 
Usullarning tavsifi. 
du
 f ti ,u , t 0 , u(0)  u0                                                     (1) dt
Koshi masalasini  qaraymiz. 
Runge-Kuttning m-bosqichli oshkor usuli quyidagidan iborat. yi=y(ti) qiymat bo’lsin. ai,bij , i=2,3,...,m , j=1,2,...,m-1 , i , i=1,2,...,m koefistientlar beriladi va  
k1  f ti , yi ,k2  f ti  a2, yi  b21k1, k3  f ti  a3, yi  b31k1  b32k2, 
........................................................................................ 
km  f ti am, yi bm1k1 bm2k2 ...bm,m1 km1 
fugkstiyalar ketma-ket іisoblanadilar. 
Undan so’ng 
	yi1  y	m
	i  k	(2) 
		l1	l	l                                                                          
formuladan yi+1 = y(ti+1) topiladi. ai,bij,i ,koeffistientlar anikliq shartlaridan topiladilar. Masalan, (2) - dastlabki (1) - tenglamani approksimatsiya qilishi uchun   m
l 1 bo’lishi zarur.  Ba’zi bir usullarga aloіida to’xtalamiz. m=1 bulsa 1- 
l1
misolda karalgan Eyler sxemasi hosil bo’ladi. m=2 bo’lganda  
     k1  f ti ,yi , k2  f ti  a2,yi  b21k1, yi1  yi 1k1 2k2      
(3) usullar majmuasini hosil qilamiz. (3) - usullar approksimatsiyaning parametrlarini tadqiq etamiz.  
Oxirgi tengliklardan  k1 va k2 - larni f orqali ifodasini almashtirib 
yi1  yi 1 f ti , yi 2 f ti  a2, yi  b21 f ti , yi                                 (4) 

tenglikka ega bo’lamiz. 
Approksimatsiya xatoligi  ta’rifiga kura (3) - usulning approksimatsiyasi (4)dan yi -ni ui - anik yechimi bilan almashtirishdan xosil bo’lgan 
i1   ui1  ui 1 f ti ,ui 2 f ti  a2,ui  b21 f ti ,ui                       (5) 

ifodaga aytiladi. 
u(t) va f(t,y)  funksiyalarni etarlicha silliq deb qarab approksimatsiya 
tartibini aniqlaymiz. Buning uchun (5) - dagi barcha qiymatlarni Teylor formulasi buyicha ti -  nuqtada yoyib chiqamiz. µuyidagilarga ega bo’lamiz. 
 
ui1  ui  u' ti u" ti O2  
		2
f ti  a2ui  b21f ti ,ui   f (ti ,ui )  a2f ti ,ui   b21f ti ,ui  O(2 ), 
	t	u
(1) - ga asosan u
 
	"	f	u '	f	u
	u 		u 		f . 
	t	u	u	u
shuning uchun 
i1  u' (ti ) u" (ti ) O(2 ) 1 f ti ,ui 2 f (ti ,ui ) 2a2f ti ,ui  2b21f ti ,ui  O(2
	2	t	u
 
  f ti ,ui (1 2) f (ti ,ui ) (f (ti ) f ti ,ui  f (ti ,ui )) O(2) 2a2f ti ,ui   
	2	t	2u	u
 
2b21f (ti ,ui ) O(2)   f ti ,ui (1 2) f (ti ,ui ) (2a2 0,5)f ti ,ui  (2b21 0,5) f ti ,ui O
	u	2u	u
  f ti ,ui 11 22a2 0,5f (ti ,ui ) (2b210,5) f ti ,ui O(2) 
	t	u
Bundan ko’rinib turibdiki, agar1 2 1 qilib olinsa, approksimatsiya tartibi birga teng bo’ladi. Agar bunga qo’shimcha ravishda 2a2 2b21  0,5talab qilsak, approksimatsiya tartibi ikkiga teng bo’ladi. Shunday qilib , ikki bosqichli approksimatsiya tartibi ikkiga teng bo’lgan bir parametrli Runge-Kutt usuli borligi aniqlandi. 
Bu usullar oilasini quyidagicha yozish mumkin. 
 
yi1  yi  (1) f ti ,ui f ti  a, yi  a f ti ,ui                                     (7) 

Bundan a  0,5 
Xususiy xolda, 1,a 0,5 bo’lganda 3-misol kelib chiqadi.   [image: ],a 1 bo’lganda ikkinchi tartibli (

k1  f ti ,ui ,k2  f ti , yi k1, yi1  yi  0,5(k1  k2) 
usul hosil bo’ladi. 
Uchinchi tartibli ikki bosqichli usul mavjud emas. Bunga ishonch xosil kilish uchun  u'=u tenglamani qarash kifoya. 
Approksimatsiya tartibi yuqori bo’lgan Runge-Kutt usullari misollari bor. 
 
Uchinchi tartibli usul: 
k1  f ti ,ui ,k2  f ti  yi k1  
		2	2	
k3  f ti , yi ki  2k1 yi1  yi  1 (k1  4k2  k ). 
3
		6
Uchinchi tartibli usul: 
	k  f t ,u ,k  f 			
	1	i	i	2	ti  3, yi  3 k1, 
		2	2 
	k3  f ti 	, yi 	k2, 
		3	3	
	yi1 yi	1	 
 (k1  3k3).
		4
To’rtinchi tartibli usul 
 
k  f t ,u ,k  f t , y k , 
	1	i	i	2	 i	4	i	4 1 
3  i  i  2  k  f t  , y  k ,
		2	2	
k4  f ti , yi k1  2k2  2k3, 
	yi1  yi	1
		(k1  4k3  k4 ). 
		6
 
To’rtinchi tartibli usul 
Runge - Kutt usullardan ikkinchisi: 
 
k1  f ti ,ui ,k2  f ti , yi k1 , 
		2	2	
3  i  i k2  k  f t  , y  ,
		2	2 
k4  f ti , yi  k3 , 
	yi1  yi	1
		(k1  2k2  2k3  k4 ). 
		6
Keltirilgan usullar Runge - Kutt usullarining xususiy xollaridir. 
 
Runge - Kutt usullarining yaqinlashishi. 
Runge - Kutt usullari yaqinlashishi tartibi approksimatsiya tartibi bilan bir xilligini ko’ramiz. zi = yi - u(ti) xatolikni qanoatlantiradigan tenglamani yozamiz. 
Runge - Kutt usulining tenglamasi 
	yi1  y	m
	i  k (y)	(8) 
		l1	l	l	                                                                       
bunda 
l1
	kl (y)  f (ti  al, yi  blj k j (y)) ,	i  2,...,m,                              (9) 
j1
k1(y)  f (ti , yi ) 
 (8) - tenglamaning chap tomoniga yi - ning ui+zi ifodasini quyib o’ng tomonga  
m
lkl (u) 
l1
yiІindini qo’shib ayiramiz. Bu yerda 
l1
kl (u)  f (tl  al,ul  blj k j (u),l  2,3,...,m, 
j1 k1(u)  f (ti ,ui ).                                                                                   (10) 
Unda (8) - tenglama  
 zi1  zi i(1) i(2) ,                                                                            (11) 

 bunda  
	(1)	ui1  ui	m
	 i	 	  lkl (u),	 (12) 
		l1	                                                                 
ta’rifga ko’ra  (8) , (9) -larni (1) - yechimi u-dagi approksimatsiya xatoligi bo’lib,  
m
i(2)  l kl (y) kl (u).	(13) l1                                                                     (11) - tenglamani usulning xatolik tenglamasi sifatida qaraymiz. U, i=0,1,..., uchun bajariladi. z0  0 , chunki y0  u0  u(0)aniq beriladi. (1) - tenglama chegaralangan 0 t T vaqt oraligida yechiladi deb faraz qilamiz, shu sababli ixtiyoriy i va uchun ti  i T bajariladi. 
Faraz qilamiz, f(t,u) karalaetgan soіada u buyicha L konstantali Lipshist shartini qanoatlantirsin. Shu faraz bilan avval   i(2) ni, undan so’ng zi - ni 
 
baholaymiz. (9) va (10) - ifodalardan va farazdan 
	l1	l1
k l (y)  kl (u)  f (tl  al, yl  blj k j (y))  f (ti  ai,ui  bljk j (u)) 
	j1	j1
l1
 L( yi  ui b k j (y)  k j (u),l  2,3,...,m,                                       lj

j1
k1(y) k1(u)  Lyi ui r  k j (y) k j (u), j 1,2,...,m, j
lj
b
,

	b 	max	q  Lyi ui                                                     (14) 
2lm,1 jl1
belgilashdan so’ng oldingi tengsizlikka asosan 
l1
rl  Lbrj  q,l  2,3,...,m,r1  q, 
j1
 yoki  
l
rl1  Lbrj  q,l  0,1,...,m 1,r0  0.                                         (15) 
j1
1 - lemma 
(15) - tengsizlikdan Lb0 bo’lganda  
ri  i1q,i 1,2,...,m,                                                                    (16) 
tengsizlik hosil bo’ladi, bunda 1 Lb Isbot. 
i = 1 dagi (16) - baxo i = 0 dagi  (15) - baxo bilan bir xildir. Faraz qilamiz 
(16) - tengsizlik i=1,2,...,k  uchun bajarilgan bo’lsin. Uning i=k+1 uchun o’rinli ekanligini ko’rsatamiz.  (15) dan i=k uchun 
k
rk1 brj q 
j1
tengsizlikka egamiz. Induksiyaning  faraziga ko’ra   
rj j1q, j 1,2,...,k, 
bundan 
	k	k
j1	 1	k rk1  (Lbr 1)q (Lb	1)qq. j1	1
Shuni isbot qilish talab qilingan edi. 
 Endi i2 funksiyani baholaymiz. (14) va (16) dan 
mm
i2  i ri qi1 qmm1, 
	i1	i1
bunda 
  .    σ  max σi ,ρ 1 Lbτbτ L zi                                   (17) 
1im
Shunday qilib  | zi | xatolikning o’sishi  bilan ψi2 kattalik xatolikning birinchi darajasidan tez o’smasligi ma’lum bo’ldi. Endi zi  yi ui xatolikni baholaymiz. (11) - tenglamadan 
zi1  zi  τψi2  τψi1, 
tenglikka egamiz.  Bundan (17) - ni inobatga olib 
 zi1 (1 ατ) zi  τψi1 ,i 0,1,...,                                            (18) 
bunda 
α  ατ σLm(1 Lbτbm1                                                         (19) 
 0,Lm ekanligi  ko’rinib turibdi. Agar 0 bo’lsa, unda ατ σLmeLb(m1)τ0, ya’ni  ning  buyicha tekis chegaralanganligi ko’rinib 
turibdi. 0 sifatida qo’pol ravishda T ni olish mumkin.  (18) - tengsizlikdan 
i
zi1  (1)i1 z0  (1)i jj1                                      (20) 
j0
kelib chiqadi. Buni Induksiya usuli bilan ko’rsatish mumkin. (20) – bahoni qo’polroq baholab z0  0 ekanligini іisobga olib 
zi1  i 1τ(1 ατ)i max ψj1 ti1eαti max ψj1 , 
0 ji0 ji
bunda  ti  iT bahoni hosil qilamiz. 
Shunday qilib  quyidagi teoremani isbot qildik. 
 Teorema. Faraz qilamiz (1) - tenglamaning o’ng tomonini f(t,u) u buyicha 
Lipshist shartini qanoatlantirsin. j1  (12)-ga  muvofiq aniqlangan (2) - Runge-
Kutt  usulining approksiastiya xatoligi bo’lsin.  Unda Runge-Kutt usulining  i bo’lgandagi xatoligi uchun 
yi  u(ti )  TeT maxj1 ,                                                      (21)
0 ji1
bunda 
α  σLm(1 Lbτbm1,σ  max σk , 
1km
	b 	max	bkj 
2km,1ik1
baho o’rinlidir. 
Natija. Agar Runge-Kutt usuli (1)- tenglamani approksimatsiya qilsa unda u, 0 da yaqinlashadi, undan tashkari usul xatoligi tartibi approksimatsiya tartibi bilan bir xil bo’ladi. 
[bookmark: _GoBack]Isboti. (21) - dan va - ning tekis chegaralanganligidan kelib chiqadi.
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