NOREGULYAR HOLDA INTEGRALNI HISOBLASH. KARRALI INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH USULLARI. 
Reja: 
1.Noregulyar integrallarni taqribiy hisoblash. 
2. Karrali integrallarni taqribiy hisoblash usullari. 
 
Noregulyar integrallarni taqribiy hisoblash. 
Singular integral tushunchasi. f x( )  ( )x  (0   1) ko’rinishidagi maxsuslikka xc
ega bo’lgan integralni xisoblash masalasini ko’rgan edik. 
Ko’p tatbiqiy masalalarda, jumladan aerodinamikada, shunday integrallar uchraydiki, ularda 1 bo’ladi. Bunday xolda integralni Koshi bo’yicha bosh qiymat ma’nosida tushunish kerak. 
Agar  f(x) funksiya [a,b] oraliqning c nuqtasi atrofida chegaralmagan bo’lib,  
	с	b	
	 	 	 	 	lim0   f t dt( )	  f t dt( )	 
	 а	c	
limit mavjud bo’lsa, bu limit [a,b] oraliq bo’yicha f(x) fuksiyadan olingan xosmas integralning Koshi bo’yicha bosh qiymati deyiladi va  
	b	*b
	 	 	 	 	V p. . f x dx( )	 yoki   f x dx( )	 
	a	a
kabi belgilanadi. Bu yerda (V.p. «valeur principale» so’zlarning bosh xarflari bo’lib, fransuzcha «bosh qiymat» ni bildiradi). 
Bosh qiymat ma’nosiagi integrallarni ko’pincha maxsus yoki singulyar integrallar deb atashadi. 
Ta’rif. Agar ixtiyoriy x x1, 2 [a b, ] nuqtalar uchun 
	 	 f x( )1  f x( )2	 L x1 x2 
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u xolda f(x) funksiya [a,b] oraliqda Gelider shartini qanoatlantiradi deyiladi, bu yerda L va  qandaydir musbat miqdorlar. Agar 
 1 bo’lsa, u xolda f(x) Lipshits shartini qanoatlantiradi deyiladi. Biz doim 
0 1deb olamiz. Kurinib turibdiki, [a,b] da Gelder shartini qanoatlantiradigan funksiya shu oraliqda uzluksizdir. 
Faraz kilaylik, y(a b, ) ixtiyoriy nuqta bulsin, ba xf x( )y dx integralda 
1
K x y( , )   koshi yadrosi deyiladi va integralning uzi  Koshining singulyar x y integrali deyiladi. 
1-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda Gelder shartini qanoatlantirsa, u xolda Koshining singulyar integrali bosh qiymati ma’nosida mavjuddir. 
Isbot. Xakikatdan xam, 
	b f x( )	b f x( ) f y( )	b	dx
	 	 	a x y dx  a	x y	dx f y( )a x y  	(1) 
Gilbert yadroli singulyar integrallarni taqribiy hisoblash. Kulaylik uchun 
Gilbert integralini almashtirish yordamida kuyidagi ko’rinishda yozib olamiz: 
*1
	 	 	 	If y( )   f x ctg( )	(x y dx)	. 	 	 	(2) 
0
Odatda Gilbert integralida f(x) funksiyani Gyolder shartini qanoatlantirishda tashkari, u davriy funksiya deb karaladi. Biz bu yerda f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari 
  	 	f x( )   c en 2inx 	 	 	(3) 
n
kuyidagi 
	 	 	 	 	       Сn 	c	(n  0) 	 	 	(4) 
n 
shartni qanoatlantiradi va  1 deb faraz kilib, (2) integral uchun kvadratur formula tuzamiz. 
Buning uchun PN(x) trigonometrik ko’pxadni kuyidagicha kiritamiz: 
N1
[image: ]	 	PN ( )x   C em 2inx 	 	(5) 
m N 1

	Cm  1 2N	 2kN e 2 i2kmN 	 	(6) 
	2N k 1 f 	
Endi (5)ni (6)ga kuysak, 
	 	 	 	 	PN ( )x  1 2N f  2kN k ( )x 
	2N k 1	
 
ga ega bulamiz, bu yerda 
		m N 1	m1
() formula yordamida  
	N1	k 	k ( )y 
 	 	Ik ( )k  2 sin2m y	 2N   
	m 1	
ni xosil kilamiz. Endi  
	2N

		f x( )  P xN ( )rN ( )x 	 
	(7) 


	N1	2im x( 2kN )  1	2N1cos2m x(  k ). 
k ( )x   e
deb olib, buni (2) integralga kuysak, 
	1 2N	 k 	(y)  RN (y) 	(8) 
   If y( )   f  2N k 2N k 1 
kvadratur formulani xosil kilamiz.. 
Karrali integrallarni taqribiy hisoblash. 
                    f (x1,x2 ,xn )dx1,dx2 ,,dxn                                   (1) 
D
b
Karrali integrallarni hisoblashni  f (x)dx ko’rinishidagi integrallarni 
a
kvadratur formulalar yordamida hisoblashga olib kelish mumkin. Ammo integralni  
0 aniqlikda hisoblash uchun qo’llaniladigan algoritmlarning murakkabligi arifmetik amallarning  soni n -o’lchovning oshishi bilan o’sib boradi. Bu yerda  karrali integrallarni hisoblashning turli usullari bilan tanishamiz. 
 
Karrali integraldan takroriy integrallashga o’tish va kvadratur formulalardan foydalanish. 
Bu usulning asosiy g’oyasini tushunish uchun n = 2 teng deb faraz qilamiz. 
                            J   f x, ydxdy                                                 (2) 
D
integralni qaraymiz. 
Bu yerda    D 
                            y 1x    va    y2(x),   a  x  b                        ( 3) chiziqlar bilan chegaralangan soha. 
b
                J   f x, ydxdy  F(x)dx                                             (4) 
	D	a
ekanligi ayon. Bu yerda  
2 (x)
F(x)   f x, ydy                                                          (5) 
1(x)
(5)- integralni kvadratur yig’indi bilan taqribiy almashtirish mumkin. 
Masalan: trapetsiyalar formulasidan foydalanish mumkin: 
b
J   F(x)dx  b n a  F(2x0 )  Fx1  Fxn1  F2x n            (6) 
a
                                        k  a  k b n a , k  0,1,,n  (6) - formulada qatnashayotgan  
2(xk )
                                         F(xk )   f xk , ydy 
1xn
ifodani o’z  navbatida,  yana trapetsiyalar kvadratur formulasi bilan almashtirish mumkin:  Fxk 2 xk n1 (xk ) f xk2, y0   f xk , y1  f xk , yn1  f xk2, yn   (7) 

bu yerda  
yk xk 2 (xk )n1 (xk ) k,      k  0,1,,n . 
J integralni (6) va (7) - formulalar yordamida hisoblaganda l=l(n) xatolik  nning oshishi bilan kamayadi,  V(n) amallar soni oshib boradi. V(n)=O(n2)  ekanligini ko’rish qiyin emas. Agar f(x, y) ikkinchi tartibli chekli hosilalarga ega bo’lib, 1(x)va 2(x) etarlicha silliq  bo’lsalar, unda l(n)=O(n-2) bo’ladi. Bu usulni karrali integraldan takroriy integrallashga o’tib,  oxirgi integralni kvadratur formulani ko’p marta takroriy qo’llash bilan hisoblashni umumiy іolda іam amalga oshirish mumkin. n ta tugun nuqtali kvadratur formulani qo’llaganda arifmetik amallar soni V(n)=O(n) kabi bo’ladi. Agar f(x1,x2,...,xm) D sohada ikkinchi tartibli chekli hosilaga ega bo’lib, D sohaning G chegarasi istalgancha silliq bo’lsa va integral trapetsiya formulasini takroriy qo’llash bilan hisoblansa l(n)=O(n-2) bo’ladi. 
 
Katakchalar usuli. 
Dx, y| axb, c  y  d to’rtburchak bo’yicha olingan integralni qaraymiz. Tugun nuqtasi integrallash kesmasining o’rtasida olingan to’g’ri to’rtburchak kvadratur formulasiga o’xshash, integrallanuvchi funksiyani uning to’rtburchak markazidagi qiymatiga  almashtirish mumkin. Unda integral yengil hisoblanadi: 
b
                             f (x, y)dxdy  Sf x, y                                               (8) 
a
	S  b  ad c   x  [image: ]a b,  y 	[image: ]c  d 
Aniqlikni oshirish uchun D integrallash sohasini to’g’ri to’rtburchakli katakchalarga ajratish mumkin.  Har bir katakchada integralni o’rta qiymat formulasi bo’yicha hisoblab, barcha katakchalar bo’yicha hisoblangan qiymatlarni qo’shib chiqsak  
                              J   f(x,y)dxdy  Sk f(xk ,yk )                               (9) 
	D	k
formulalarni hosil qilamiz. 
Bunda Sk ,k - katakchaning yuzi,   xk , yk  sonlar k katakcha  og’irlik markazining koordinatalari. (9)- formulaning o’ng tomonida integral yig’indi turibdi, shu sababli har  qanday f(x,y) uzluksiz funksiya uchun bu yig’indining qiymati, katakchalarning perimetri nolga intilganda, integral qiymatiga intiladi. Bu integrallash formulasining xatoligini baholaymiz. Avvalo shuni qayd etamizki bu formula har  qanday birinchi darajali ko’pіadni aniq integrallaydi. Bu xossani inobatga olib,  
f (x, y)  f (x, y) f x  f y  12 2 f xx  122 f yy   f xy  Teylorning formulasidan foydalansak, bunda  x x,  y-y, barcha hosilalar kataklarning o’rtasida hisoblangan, xatolik uchun quyidagi tenglikni hosil qilamiz:  
d b
l  c a f (x, y)dxdy  Sf (x, y)  [image: ]Sba2 fxx c d2 fyy xyxy .    (10) 
Faraz qilamiz, (9)-murakkablashtirilgan formulada D cohaning tomonlari N va M bo’lakka bo’lingan bo’lsin. Unda har  bir katakcha uchun (10) - integrallash xatoligi 
lk  Sk   .fxx  d c2 .f yy  1 ba2
	24	 N 	 M 	 xxk
yyk
ko’rinishida bo’ladi.  
Bunday xatoliklarning barcha katakchalar bo’yicha yig’indisi: 
	1 ba2	fxx dxdy  d c2  f yy dxdy  ON2  M 2 , (11) 
	l  lk  24  N   D	 M 	D	
k
ya’ni umumiy xatolik ikkinchi tartibli kichik miqdor bo’ladi. Katakchalar usulini murakkabroq sohalar uchun umumlashtiramiz. Agar, S,D – sohaning yuzi va   x, y og’irlik markazi deb tushunilsa   
(8) - formulaning ixtiyoriy  D bo’yicha chiziqli funksiya uchun aniq ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas.  
Ma’lumki  D sohaning og’irlik markazi oddiy 
                  S   Ddxdy,     x  S1  D xdxdy,    y  S1  D ydxdy                        (12) 
formulalar yordamida topiladilar. Shu sababli  (8) - formula D- sohaning yuzi va og’irlik markazi oson topiladigan sohalar uchun amaliy aіamiyatga ega. Bunday sohalar uchburchak, to’rtburchak va muntazam ko’pburchakdan iborat bo’lishi mumkin.  
Bu , (9)- umumiy formulani D-sohaning chegarasi siniq chiziqdan iborat bo’lganda qo’llash mumkin demakdir, chunki bunday sohani uchburchak, to’rtburchaklarga ajratish mumkin. 
Chegarasi egri chiziqdan iborat bo’lgan іolda (9) - umumiy formulani boshqacha usulda qo’llashadi. Sohani to’g’ri to’rtburchakli to’r bilan qoplaydilar. 
Sohada to’la joylashgan katakchalarni ichki katakcha deb ataymiz;  agar katakchada sohaning nuqtalari іamda  sohaga tegishli bo’lmagan nuqtalar tegishli bo’lsa, bunday katakchani chegaraviy katakcha deb ataymiz. Ichki katakchaning yuzi uning tomonlari ko’paytmasiga teng. Chegaraviy katakchaning yuzi  
D -  sohaning katakchaga tegishli bo’lgan qismining yuziga teng. Lekin uni іamma vaqt іam aniqlab bo’lmaydi. Bu katakchaning yuzini topish uchun unga tegishli  D – soha qismining egri chiziqli chegara qismini vatar bilan almashtiramiz va uning yuzini hisoblaymiz. Bu qiymat chegaraviy katakcha yuzining taqribiy qiymati bo’ladi. Topilgan qiymatlarni (9) - formulaga quyib integralni hisoblaymiz. Har bir ichki katakchada xatolik O(N-2) .Chegaraviy katakchalarda  xatolik O(N-1).  Ammo chegaraviy katakchalarning soni O(N-1) . Shu sababli umumiy xato O(N-2) bo’ladi. 
Monte - Karlo usuli. 
 	D–soha murakkab bo’lganda karrali integralni takroriy integrallashga keltirib , undan so’ng kvadratur formula yordamida oddiy integralni hisoblash ancha qiyin hisoblanadi. Shu sababli hisoblash uchun sodda va samarali formulalar qurish muammosi іozir іam echilgani yo’q. Sodda formulalardan biri  Monte - Karlo yoki statistik deb aytiladigan usuldir. Faraz qilamiz D – soha birlik kvadrat ichida joylashgan bo’lsin.  D dan tashqarida f(x,y) funksiyani nol bilan davom ettiramiz. Faraz qilamiz eіtimollik taqsimoti birga teng bo’lgan [0,1] kesmada tasodifiy sonlarni hosil qiluvchi hisoblagich mavjud bo’lsin. Bu hisoblagich yordamida xk,yk, k=1,2,... juftlarni hosil qilib   Pk = (xk,yk) nuqtalar ketma - ketligini hosil qilamiz.  
Buning yordamida 
1 N
J N  N k1 f (xk , yk ) 
sonlar ketma-ketligini  hosil qilamiz. Sinovlar soni N- ning oshishi bilan, ixtiyoriy  >0 uchun 
J  J N  
bo’lishining eіtimolligi birga intilishini ko’rish oson. 
Bu usulning afzalligi uning hisoblash algoritmining soddaligida, іamda D – sohaning shakli bilan u joylashgan fazo o’lchamining oshishiga boІliq emasligidadir. 
 
Sonli integrallash masalasini yechishga funksional yondashish. 
Taqribiy integrallash formulalarini qurishning yana bir usuli funksional yondashish deb aytiladi. Bu usul quyidagidan iborat. 
N
lN ( f )   p(x) f (x)dxCk f (xk ) 
	D	k1
xatolik f B Banax fazosi  ustidagi chiziqli uzluksiz funksional sifatida qaraladi. Agar uning normasi 
*lN ( f )
	lN ( f )B |  Sup  	 
	f 0	f (B)
ma’lum bo’lsa, unda formulaning xatoligini  
 
lN ( f ) ||lN` ( f )| B* |||| f (x)| B|| 
kabi baholash mumkin. 
Undan so’ng lN ( f ) | B* norma Ck -koeffistientlar va xk - tugun nuqtalarning funksiyasi sifatida qaralib, funksional normasiga turli shartlar quyilib Ck va xk  k=1,2,..,n o’zgaruvchilar aniqlanadi.    
Masalan, L2(m) (0,1) -S.L. Sobolevning davri 1-ga teng bo’lgan funksiyalar fazosida to’g’ri to’rtburchaklar formulasining eng yaxshi formula ekanligi, ya’ni 
m*	T	m*	m		1 infc,x ||lN ( f )| L2 ||  || lN ( f )| L2 ||  N	k1 k 2m , 
ekanligi ma’lum, bunda lNT (f) – to’g’ri  to’rtburchaklar formulasi xatolik funksionalini belgilaydi. 
 
[bookmark: _GoBack]
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