FUNKSTIYALARNI YAQINLASHTIRISH. SPLAYNLAR 
BILAN YAQINLASHISH (CHIZIQLI VA KUBIK). O’RTACHA 
KVADRATIK YAQINLASHISH. YAQINLASHISH MASALASI. JADVAL 
KO’RINISHIDA BERILGAN FUNKSTIYALARNI O’RTACHA KVADRATIK MA’NODA YAQINLASHTIRISH VA ALGORITMINI TUZISH. 
 
Reja: 
1. Kasr – ratsional yaqinlashtirish . 
2. Eng kichik kvadratlar usul . 
3. Kubik splayn qurish. 
4. Kubik splayn bilan interpolyatsiyalash jarayonining yaqinlashishi. 
 
Tayanch iboralar: Chekli ayirmalar, ayirmalar, tugun nuqtalar, qoldiq had,splaynlar. 
Kasr ratsional yaqinlashtirish. 
Faraz qilamiz, f(x) funksiyaning x0,x1,...xn nuqtalardagi qiymatlari berilgan bo’lsin. 
kl (x j )  f (xi ),          j  0,1,...,                            (1) 
shartlarni qanoatlantiradigan 
ak xk  ak1xk1 ... a0                                (2) 
	kl (x) 	xl bl1 xl 1 ...b0
 
(k,l - butun berilgan), funksiyani qurish talab qilinadi. (1) - tenglamalar k+l+1 ta noma’umli  n+1  tenglamadan iborat sistemadir. 
Tenglamalar sonining noma’lumlar soniga teng bo’lishini talab qilamiz, ya’ni  k+l=n.  
Unda  ai,  i=0,1,...,k  va  bj,   j=0,1,...l-1   noma’lumlarga nisbatan 
	k	l1
ai xij  f j bi xij  f j xi ,           j  0,1,...,l 1                     (3) 
	i0	i0
chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo’lamiz. 
Eng kichik kvadratlar usul. 
Faraz qilamiz,  f(x) funksiya [a,b] kesmada chekli sondagi nuqtalardagi qiymatlari orqali berilgan bo’lsin. U yoki bu maqsadlar uchun bu funksiyaga biron bir ma’noda yaqin bo’lgan, [a,b] kesmaning barcha nuqtalarida aniqlangan, qo’llash uchun qulay bo’lgan funksiya ifodasini topish zarur bo’ladi. 
Bunday ifodalarni topishning bir usuli interpolyatsiya usulidir. Lekin ko’p sabablarga ko’ra interpolyastion formula qo’llash uchun qulay emas. Masalan, agar funksiya qiymatlarini aniqlashda xatoga yo’l qo’yilgan bo’lsa, bu xatolik interpolyastion formulaga ta’sir qiladi va natijada asl funksiya xususiyatini o’zgartirib yuboradi. 
Bu yerda biz jadval ko’rinishida berilgan funksiya uchun analitik formula topishning yangi usuli bilan tanishamiz. 
Faraz qilamiz, [a,b] da aniq(x) biron bir chiziqli bog’liq bo’lmagan funksiyalar sistemasi bo’lsin. Shunday umumlashtirilgan 0
0
n

m
(x)  k (x)ck ,           m  n 
k0
ko’pіadni qidiramizki 
n
f (xk ) (xk ) 2                                        (1) k0
kattalik mumkin bo’lgan eng kichik qiymatga erishsin. 
n f(xk) qiymatlar aniqligi turlicha bo’lgan іollarda  pk>0,  pk 1 vaznlarni kiritib 
k0
n
 pkf (xk ) (xk ) 2 
k0
yig’indini minimallashtirish mumkin. 
Keyingi yig’indi c0,c1,...,cn koeffistientlarning funksiyasidir. Bu funksiya xususiy hosilalarini nolga tenglashtirib c0,c1,...,cn noma’lum koeffistientlarni aniqlash uchun 
m
ck (i ,j )  ( f ,j ),            i, j  0,1,...,m                         (3) 
k0
sistemani hosil qilamiz. 
m
Bu yerda. (i ,j )   pki (xk )j (xk )                           
k0
Agar 
m
sij   pki (xk )j (xk )  
k0
m
rj  ( f ,j )   pk f (xk )j (xk )  
k0
belgilashlarni qabul qilsak (3)- sistema  
s00c0+s10c1+…+sm0cm=r0 s01c0+s11c1+…+sm1cm=r1 
…   …   …                                             (4) 
s0mc0+s1mc1+…+smncm=rn 
.........................	 ko’rinishida yoziladi. 
Bu sistemaning aniqlovchisi Gramm aniqlovchisi bo’lib u musbatdir. 
Shuning uchun c0,c1,...,cn koeffistientlar birdan bir aniqlanadilar. 
Kubik splaynni qurish. 
Faraz qilamiz a,b da aniqlangan f (x) uzluksiz funksiya berilgan bo’lsin. 
a  x0  x1 ... xN1  xN b 
to’rni aniqlab, fi  f (xi ),i  0,1,...,N kabi belgilaymiz. f (x) funksiyaga va xi iN0 tugun nuqtalarga mos S(x)splayn deb quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi funksiyaga aytiladi: 
1) іar bir xi1,xi  segmentda i 1,2,...,N,S(x) funksiya uchinchi darajali ko’pxad; 
2) S(x)funksiya va uning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari a,b da uzluksiz; 
3) S(xi )  f (xi ),i  0,1,...,N. 
Oxirgi shart interpolyatsiyalash shartlari deb aytiladi, splayn esa interpolyatsiyalaydigan splayn deb aytiladi. Yuqorida qayd etilgan splayn mavjud va yagonaligini isbot qilamiz. quyida keltiriladigan isbot splaynni qurish usulini ham aniqlaydi. 
Јar bir  xi1,xi ,i  1,2,...,N kesmada ,  S(x)  Si (x)-ni  
ci (x  xi )2  di (x  xi )3
Si (x)  ai bi (x  xi ) 
	2	6	                   (1) 
 ko’rinishda qidiramiz. 
Bu yerdagi ai ,bi ,ci ,di koeffistientlar aniqlanishi lozim bo’lgan noma’lum koeffistientlar ma’nosini aniqlaymiz. 
Si' (x) bi ci (xxi ) d2i (xxi )2 
Si'' (x)  ci  di (x  xi ),    S ''' (x)  di 
tengliklarga egamiz, shuning uchun 
ai  Si (xi ),   bi  Si(xi ),   ci  Si(xi ),   di  Si(xi )                      S(xi )  f (xi )                i 1,2,...,N
interpolyatsiya shartlaridan 
ai  Si (xi ),i 1,2,...,N 
larni hosil qilamiz. a0  f( x0) deb aniqlaymiz. S(x) ning uzluksizlik shartidan  
Si (xi )  Si1(xi ),i 1,2,..., N 1. 
Bundan, S(x) ifodasini inobatga olib i 1,2,...,N 1uchun 
ai  ai1 bi1 (xi  xi1 )  ci21 (xi  xi1 )2  di61 (xi  xi1 )3 
tengliklarni hosil qilamiz. 
	hi  xi  xi1	 
deb belgilab, bu tenglamalarni 
hibi  h2i2 ci  h6i3 di  fi  fi1,i 1,2,...,N                             (2) 
ko’rinishlarda yozib olamiz. 
Birinchi tartibli hosilaning uzluksizligi 
Si'(xi )  Si'1(xi ),i 1,2,...,N1,ci hi  d2i hi2  bi bi1,i 2,3,...,N     (3) 
tenglamalarga olib keladi. 
Ikkinchi tartibli hosilaning uzluksizligidan  
dihi  ci ci1,i  2,3,...,N                            (4) 
tengliklar hosil bo’ladi. (2)-(4) tengliklarni birlashtirib bi,ci,di,i 1,2,...,N 
noma’lumlarga nisbatan 3N2 ta tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Ikkita etmaydigan tenglamani hosil qilish uchun S(x) ga u yoki bu chegaraviy shartlar qo’yadilar. Masalan  f '' (a)  f '' (b) 0 deb olish mumkin. Unda S '' (a) S '' (b)0 bo’lishini talab qilish tabiiydir.  Bundan S1'' (a)  0,SN'' (xN )  0, ya’ni c1 d1h1 0,cN 0 tenglamalar hosil bo’ladi. c1 d1h1  0 shartdan  i 1,    c0  0 bo’lganda (4)- bilan bir xil bo’ladi. Shunday qilib, kubik splaynning koeffistientlarini aniqlash uchun quyidagi yopiq sistemaga kelamiz: 
 
hidi ci ci1,i 1,2,...,N,c0 cN 0                      (5) hici  h2i2 di bi bi1,i  2,3,...,N                            (6) hibi  h2i2 ci  h6i3 di  fi  fi1,i 1,2,...,N                     (7) 
 
Bu sistemaning yagona yechimga ega ekanligiga ishonch hosil qilamiz. (5)-
(7) sistemadan bi ,di ,i 1,2,...,N 1 noma’lumlarni yo’qotib, faqat ci - noma’lumlar qatnashadigan sistemani hosil qilamiz. Buning uchun (7)- tenglamalardan ikki qo’shnilarini qaraymiz: 
bi  h2i ci  h6i2 di  fi hifi1
	2	 
bi1  hi21 ci1  hi61 di1  fih1i1fi1  
Birinchi tenglamadan ikkinchini ayirib 
bi bi1  12(hici  hi1ci1) 16(hi2di  hi21di1) fi  fi1  fi  fi2 hi	hi1
tenglikni hosil qilamiz. bi bi1 ayirma uchun topilgan ifodani (6)- ning o’ng tomoniga qo’yib,
  
hi2 di  12 (hi ci  hi1ci1) 16(hi2 di  hi21 di1) fi  fi1  fi  fi2
hi ci 	
	2	hi	hi1	yoki 
 
	hi ci  hi1 ci1 [image: ]hi2 di  13 hi21 di1  2( fi  fi1  fi  fi2 )	 
	hi	hi1	  (8)
tenglikni hosil qilamiz. (5)- tenglikdan 
hi2 di  hi(ci  ci1 ),hi21 di1  hi1(ci1  ci2 ) 
tengliklarni hosil qilib, bularni (8)- ga qo’ysak 
hi1 ci1  2(hi1  hi )ci1  hi ci  6( fi  fi1  fi1  fi2 )	 hi	hi1
tenglik hosil bo’ladi. si  koeffistientlarni aniqlash uchun  
    fi1 fi  fihifi1 ),i 1,2,...,N1 hi ci 1  2(hi  hi 1 )ci  hi 1 ci 1  6( hi 1
c0  cN  0 tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistema matristasining 
diagonal elementlari boshqa elementlarga nisbatan ancha katta bo’lganligi uchun uning yechimi mavjud va yagonadir. Bu sistema uch diagonalli bo’lganligi uchun progonka usulida echish mumkin. Bu іolda progonka usul turІundir. Aniqlangan ci bo’yicha bi  va di koeffistientlarni oshkor formulalar ko’rinishida yozish mumkin 
di  hi  ,bi  2i ci  6i di  i hifi1 ,i 1,2,...,N              (10) ci ci 1 h h2 f
Shunday qilib, (1) - (3)  va S '' ( a)  S '' ( b)  0 chegaraviy shartlar bilan aniqlanadigan yagona splayn mavjudligi ko’rsatildi. 
Boshqa chegaraviy shartlar bilan ham masalani qarash mumkin ekanligini ta’kidlaymiz.  
 Kubik splayn bilan interpolyastilash jarayonining yaqinlashishi. 
Bu yerda kubik interpolyastion splaynlarning tugun nuktalar soni N cheksizga intilganda interpolyatsiyalanuvchi funksiyaga intilishini ko’rsatamiz.  
Interpolyastion splayn bilan f (x) orasidagi farq U( x)  f( x) S( x)       funksiya silliqlik tartibiga va tugun nuqtalarning joylashishiga bog’liq. Soddalik uchun nuqtalari tekis joylashgan to’rlar ketma-ketligini qaraymiz:  
h xi  aih,i  0,1,...,N, 
bu yerda  
h  b  a N
Bu іolda (9)- sistema ko’rinishi quyidagicha bo’ladi 
	ci1  4ci  ci1  6 fxx,i,i 1,2,...N1,   c0  cN  0,	 
                  (11)
bunda  
fxx,i  fi12hf2i  fi1 . 
f(x) funksiyadan [a,b] oraliqda to’rtinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega bo’lsin deb talab qilamiz: 
[image: ](4)
fa,b 
Bundan tashqari  
f '' (a)  f '' (b) 0 
chegaraviy  shartlari bajarilsin, xuddi shunday shartlar splayn uchun ham bajarilsin deb shart qo’yamiz. 
g(x) Ca,b  maxaxb g(x),    M4 f ( 4 )(x) Ca,b 
deb belgilaymiz. 
Faraz qilamiz Sh (x) , f(x) funksiyani [a,b] oraliqda h to’rda interpolyatsiyalaydigan splayn bo’lsin. quyidagi teoremada f (x) funksiya va uning 
f '(x) va f ''(x) hosilalarining interpolyatsiya xatolari baіosi keltirilgan. 1-teorema. Agar 
f (x) S(4)[a,b] 
bo’lsa, 
f (x)  Sh (x)Сa,b  M 4 h4                                   (12) f ' (x)  Sh' (x)Сa,b  M 4 h3                                 (13) f '' (x)  Sh'' (x)Сa,b  M 4 h2                                (14)
 
baіolar o’rinli bo’ladi. 
Bu tengsizliklardan , h0    (N)     Sh(i)(x) larning f (i) (x)-larga i=0,1,2 intilishi kelib chiqadi. 
Bu teoremani isbot qilish uchun f '' (xi ) Sh'' (xi ) xatolikni baіolovchi lemmani keltiramiz. 
(x)C(h ) maxxi h (xi ) 
deb belgilaymiz. 
1-lemma.  f (x)C (4) a,b ychun 
f '' (x)  Sh'' (x) C(h)  43 M 4 h2.                            (15) 
Isbot.  Sh(xi )  ci bo’lganligi uchun, bu yerda ci (11)- sistemaning yechimi, zi = ci 
- f''(xi) xatolikning baіosini topish kifoya. ci= zi – f’’i ni (11)-ga qo’yib 
zi1  4 zi  zi1 i ,    i 1,2,...,N 1,     z0  zN 0                (16) 
 
tenglamalarni hosil qilamiz, bu yerda  
i 6 fxx,i ( fi''1  4 fi''  fi''1) .                            (17) 
(16)- sistema yechimini i - o’ng tomonlar orqali baіolaymiz. Buning uchun (16)- tenglamani 4zi = -zi-1 – zi+1 + i  ko’rinishida yozamiz. Bundan 
4 zi   zi1  zi1 i  zi1  zi1 i 
 
	 xmaxi1h zi1  xmaxi1h zi1  maxxih i  2 z C(h )  i	C(h )
kelib chiqadi. 
Bu tengsizlik barcha i -lar uchun o’rinli bo’lanigi uchun , u |zi| maksimumga erishadigan i=i0 uchun ham, ya’ni xi  xi0 uchun ham o’rinli bo’ladi. 
 Shuning uchun 
4 z C(h )  2 z C(h )   C(h ) 
ya’ni  
f '' (x)Sh'' (x) C(h )  12  C(h )                             (18) 
bajariladi. 
Bundan (15)- baіoni  hosil qilish uchun  C(h) baіolash lozim. Bunda  
 (1,2,...,N1),i -lar (17)- tenglik yordamida aniqlangan. i -ni 
ψi  6 fxx,i (fi''1  4 fi''  fi''1 )  6(fxx,i  fi'' )(fi''1  2 fi''  fi''1 ) 
	'' ) h2 f x''x,i	     (19) 
                                        6(fxx,i  fi
ko’rinishda yozamiz va Teylor formulalaridan foydalanamiz. 
	fxx,i  fi12h2fi  fi1  [image: ]h f '' (xi )h2 	[image: ]f (4) (i )2 f (4) (i ) h4  
 f '' (xi )  121 f (4) (i )h2 ,         xi1 i  xi1 munosabat o’rinli bo’ladi. Xuddi shunday usul bilan 
fx''x,i  fi'' 12hf2i''  fi'' 1  f(i4) 2 f(i4)  f ' (4) (i ),i (xi1,xi1 ) 
tenglikni hosil qilish mumkin. 
(19)- dan  
i  6( fxx,i  fi'' )  h2  fx''x,i  6fi''  121 f(i4) h2  fi''  2 f (4) (i)  12 f (4) (i )h2  h2 f (4) (i ),i 1,2,...,N 1 
 h
kelib chiqadi. Bundan i=1,2,...,N-1  
i  h22 f (4)(i )  h2 f (4)(i ) 
2 (4)(x)  h2 max f (4)(x)  32 M 4h2.  h2 max f
	axb	axb
bunda M4  maxf (4)(x) kelib chiqadi. 
axb
(18)- dan 
C(h)4  34 M4 h2 
ekanligi ma’lum bo’ladi.1- lemma isbot bo’ldi. 
Endi 1-teoremani isbot qilishga o’tamiz. Eng avval (14)- baіoni ko’rsatamiz. [xi-1,xi]    i=1,2,...,N kesmani qaraymiz. Bu kesmada f '' (x)  S '' (x)ga shunday birinchi darajali P1(x) ko’pіadni qo’shib ayiramizki, S '' (x)  P1(x) birinchi darajali ko’pxad f''(x) ni xi-1 va xi nuqtalarda interpolyatsiyalasin. 
Unda quyidagiga ega bo’lamiz: 
f '' (x)  Sh'' (x)  P1(x)  P1(x)  f '' (x)  Sh'' (x)  P1(x)  P1(x).      (20) 
ґng tomondagi іadlarni  aloіida – aloіida baіolaymiz. S''h(x) –P1(x) birinchi darajali ko’pxad f''(x) ni interpolyatsiyalovchi ekanligi uchun, interpolyatsiya xatoligini baіolash formulasidan : 
 
f '' (x)  Sh'' (x)  P1 (x)  12  max  f (4) ()  x  xi1  x  xi 4
1

xi1xi
 [image: ]max f (4) (x)  max  x  xi1  x  xi   M 4h2            (21) axbxi1xi
 
P1(x)  f '' (xi1)  S '' (xi1) xix1xixi  f '' (xi )  S '' (xi ) xxixxi11
i 
ko’rinishda bo’ladi. 
Shuning uchun 
P1(x)  max P1(x)  max f '' (xi1)  Sh'' (xi1), f '' (xi )  Sh'' (xi ). 
	xi1xxi	xi1xxi
bundan lemmaga asosan 
	P1 (x)  [image: ]M 4h2	(22) 
                                            
baіo hosil bo’ladi. 
(20)- dan (21)- va (22)- larga asosan ixtieriy x[xi-1,xi] uchun  
f '' (x)  Sk'' (x)  M 4h2                                      (23) 
hosil bo’ladi.  i=1,2,...,N  ixtieriy bo’lgani uchun (14)- baіo o’rinli ekanligi kelib chiqadi. 
Endi (13)- baіoni o’rinli ekanligini ko’rsatamiz. [xi-1,xi] kesmada r(x)=f(x)– Sh(x) funksiyani qaraymiz. r(xi-1)=r(xi)= 0 bo’lgani uchun shunday  xi1  xi nuqta topiladiki r'() = 0.  Shu sababli 
r ' (x)  r ' (x) r ' ()  r '' ()(x )  r '' ()h 
bo’ladi. Shunday qilib 
f ' (x)  Sh' (x)  f '' ()  Sh' () h 
bo’ladi. 
Agar (14)- ni inobatga olsak 
f ' (x)  Sh' (x)  M 4 h3 
bundan (13)- kelib chiqadi. (12)- baіoni isbot qilish kerak. 
g(t)  f (t)Sh (x) K(t  xi1 )(t  xi )                        (24) 
K  doimiy son, x[xi-1,xi] , K ni g(x) = 0 shartdan aniqlaymiz, ya’ni 
	K 	f (x)  Sh (x)	 
(x  xi1)(x  xi )
g(x)=g(xi-1)=g(xi)=0 ga egamiz. Shuning uchun xi1, xi  topiladiki 
g '' (x)  0
 
g '' (t)  f '' (t)  Sh'' (t)  2K
bo’lgani uchun 
f '' ()  Sh'' ()  2K 
ya’ni 
f ''()Sh'' () (x  xi1)(x  xi ) f (x) Sh(x)  2
bo’ladi. 
  Bundan va (14)- dan 
f (x)  Sh(x)  12 f '' (x)  Sh'' (x) C(h )  h42  M48h4 
baіo hosil bo’ladi. 
Bundan (12)- baіo kelib chiqadi. 
[bookmark: _GoBack]
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