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Tayanch iboralar: Chekli ayirmalar, ayirmalar, tugun nuqtalar, qoldiq had,  gorizontal va diognal tablisalar. 
Ko’p hollarda berilgan funksiyani amal bajarish uchun qulay bo’lgan boshqa funksiya bilan almashtirishga to’g’ri keladi.  
Masalan, funksiyaning qiymatlar jadvali berilgan bo’lib, uning jadvalda bo’lmagan qiymatlarini topish kerak bo’lsa, yoki funksiyaning ifodasi murakkab bo’lgan holda uni soddaroq bo’lgan funksiya bilan almashtirishga to’g’ri keladi. 
 
Algebraik ko’phadlar bilan yaqinlashtirish. 
Lagranjning interpolyatsion formulasi.  
Faraz qilamiz  a  x  b kesmada xk , k=0,1,...,n (tugun nuqtalar) berilgan 
nuqtalarda f(x) funksiyaning qiymatlari ma’lum bo’lsin. Funksiyani ko’phad bilan Interpolyatsiyalash masalasi, berilgan xk , k=0,1,...,n tugun nuqtalarda qiymati f(x) funksiya qiymatiga teng bo’lgan n- tartibli  
Ln(x)  a0  a1x  anxn                                       (1) 
ko’phadni topishdan iborat. 
Bu masala har qanday uzluksiz f(x) funksiya uchun yagona yechimga ega. 
Haqiqatdan ham , a0,a1,...,an koeffisientlarni aniqlash uchun 
a0+a1xi+...+anx in = f(xi) , i=0,1,2,...,n                               (2) 
chiziqli tenglamalar sistemasiga egamiz. 
Bu sistemaning determinanti xi, i=0,1,2,...,n  nuqtalar turlicha bo’lganda noldan farqlidir. 
Ln (xi )  f xi , i  0,1,,n                                       (3) 
shartlarni  qanoatlantiradigan Ln(x) ko’phad xi , i=0,1,...,n nuqtalar bo’yicha qurilgan f(x) funksiyaning interpolyatsion ko’phadi deb aytiladi. 
Lagranjning interpolyatsion formulasi, Ln(x) interpolyatsion ko’phadni f(x) funksiyaning Interpolyatsiyalash tugun nuqtalaridagi qiymatlari  chiziqli kombinatsiyasi shaklida yo’zishga imkon beradi: 
n
Ln (x)  Ck (x) f (xk )                                         (4) 
k0
Sk(x) koeffisientlarning oshkor ifodasini topamiz. Interpolyatsiyalashning (3)- shartidan 
n
Ck (xi ) f (xk )  f (xi ),     i  0,1,,n 
k0
tengliklarga ega bo’lamiz.  
Bu munosabatlar Sk(x) funksiyalarga 
	Ck( xi ) 0, агар i  k	 
1,  агар i  k, i  0,1,n,
shartlar qo’yilganda bajariladi. Bu shartlar , har bir Sk(x), k=0,1,...,n funksiyaning [a,b] kesmada eng kamida n-ta nolga ega demakdir.  
Ln(x) , n-tartibli ko’phad bo’lganligi uchun ,Sk(x) koeffisientlarni n- tartibli 
ko’phad ko’rinishida , ya’ni 
Сk (x)  kx  x0 x  x1 x  x1 x  xk1 x  x0  
ko’rinishda qidirish tabiiydir. 
Sk(xk) = 1 shartdan 
 k1 xk  x0 xk  x1 xk  xk1 xk  xk1 xk  xn  
ekanligini aniqlaymiz. 
Shunday qilib (4)- interpolyatsion ko’phadning koeffistentlari 
Пxx j 
	Ck (x) jk	 
Пxk x j 
jk
formula bilan aniqlanadilar. Shunday qilib, Lagranjning interpolyatsion ko’phadi 
	n	Пx xj 
Ln (x)k0 Пjkxk  xj  f (xk )                              (7) 
jk
ko’rinishda bo’ladi. 
Nyutonning interpolyatsion formulasi. 
Interpolyatsion ko’phadning Nyuton formulasi ko’rinishi interpolyatsion  ko’phadni birta tugun nuqta va f (x) funksiyaning ayirmali bo’linmalari orqali ifodalaydi. Bu ko’rinish 
f (x)  f (x0) f 1(x0)x  x0 (x 2 xf0)2 f 11(x0) 
Teylor formulasining ayirmali o’xshatmasidan iboratdir. Eng avval ayirmali bo’linmalar to’Іrisidagi ma’lumotlarni keltiramiz. Faraz qilamiz xk[a,b], k=0,1,...,n tugun nuqtalarda f (x) funksiyaning qiymatlari ma’lum bo’lsin. Birinchi tartibli ayirmali bo’linmalar deb, 
f xi ,xj  f xxj j xfixi ,  i, j  0,1,,n,   i  j 

nisbatlarga aytiladi. 
µo’shni nuqtalar bo’yicha tuzilgan birinchi tartibli ayirmali bo’linmalardan foydalanib, ikkinchi tartibli ayirmali bo’linmalarni tuzish mumkin: 
f x0 ,x1,x2  f x1,x2  f x0 ,x1  x2  x0
f x1,x2 ,x3  f x2 ,x3  f x1,x2  x3  x1
...           ...           ...           ...         .. 
                             f(xn2,xn1,xn ) f(xn1,xn ) f(xn2,xn1 ) 
xn  xn2
Shunga o’xshash yuqori tartibli ayirmali bo’linmalar tuziladilar. Masalan, agar  f(xj,xj+1,...,xj+k) ,f(xj+1,xj+2,...,xj+k+1) k- tartibli ayirmali bo’linmalar ma’lum bo’lsa, k+1- tartibli ayirmali bo’linmalar    
f xj ,xj1,,xjk1  f xj1,,xxjjkk11 xf jxj ,,xik  
kabi aniqlanadilar. 
k - tartibli ayirmali bo’linmalar f (x) funksiyaning tugun nuqtalaridagi 
qiymatlari orqali quyidagicha ifodalanadilar: 
	j	k
f x j , x j1,, x jk   jk f xi                              (9) i j xi  xl 
li l j
Nyutonning interpolyatsion ko’phadi deb 
 
Pn(x)=f(x0)+(x-x0)f(x0,x1)+(x-x0)(x-x1)f(x0,x1,x2)++ 
+(x-x0)(x-x1)(x-xn-1)f(x0,x1,…,xn-1)                                                      (10) 
 
 ko’phadga aytiladi. Bu ko’phadning  Logranj ko’phadi bilan bir xil ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun Logranj ko’phadini 
n
Ln (x)  L0 (x) (Lj (x) Lj1(x))                          (11) 
j1
ko’rinishda yozamiz. (3)-Interpolyatsiya shartidan k=0,1,..., j-1, j=0,1,...,n uchun  
Lj-1(xk)=Lj(xk)=f(xk) 
 tengliklarga ega bo’lamiz. 
Bundan Lj(x) – Lj-1(x) , x0,x1,...,xj-1  nuqtalarda nolga aylanadigan algebraik ko’phad ekanligi ma’lum bo’ladi, ya’ni 
Lj(x)-Lj-1(x)=Aj(x-x0)(x-x1)…(x-xj-1).                    (12) 
Bundagi  Aj son koeffisientni 
Lj(x)-Lj-1(x)=Aj(xj-x0)(xj-x1)…(xj-xj-1). 
Tenglikdan,  Lj(xj) = f(xj) ekanligini inobatga olib topsak Aj  f(xj ) Lj1(xj )                                   (13) (xj  x0 )...(xj  x j1 )
bo’ladi. 
(13) - tenglikdagi Lj-1(xj) - ning (7)- ko’rinishdagi qiymatini , ya’ni 
Lj1(xj )  kj10 f (xk ) xj  x0xkxx0j xkx1kxxj k1xkx1k xkx1j  xk1  
ekanligini inobatga olib,  
Aj  kj0 xk  x0 xk xkf1 xxkk xk1 xk  xj  
tenglikni іosil qilamiz. 
Buni (9)- tenglik bilan taqqoslasak Aj koeffisientning j - tartibli ayirmali bo’linma ekanligini ko’ramiz. Bundan va (11),(12) - dan Nyutonning (10) interpolyatsion ko’phadi іosil bo’lishini ko’ramiz. Lagranjning (7) va Nyutonning 
(10)- ko’phadlari aslida birta ko’phad ekanliklarini ta’kidlaymiz. 
 
Interpolyatsiya xatoligi. Interpolyatsion formula xatoligi. 
f(x)  funksiyani Ln(x) interpolyatsion ko’phad bilan almashtirilganda  
rn (x)  f (x)Ln (x) 
xatolikka yo’l qo’yamiz. Bu Interpolyatsiya xatoligi deb aytiladi. Xatolikni  baіolash uchun 
g(s)  f (s) Ln (s) K  (s) 
funksiyani qaraymiz. Bunda s[a,b] , K - doimiy son va 
(s)sx0sx1sxn 
 faraz qilamiz rn(x)ni xatolikni  tugun nuqtadan iborat bo’lmagan biron x  [a,b] nuqtada  baіolash talab qilingan bo’lsin. K konstantani g(x)=0 shartni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Buning uchun  
f x Ln (x)
                                      K  
	x	 
qilib olish etarli. 
Faraz qilamiz, f(s)  a  s  b kesmada  n+1 ta uzluksiz іosilalarga ega bo’lsin. g(s) funksiyasi [a,b] kesmada n+2 tadan kam bo’lmagan nuqtalarda nolga aylanadi. Shuning uchun Roll teoremasiga asosan g(s) [a,b] da kamida n+1 ta nuqtada nolga aylanadi. g(s) n tadan kam bo’lmagan nuqtalarda  va і.k., g(n+1)(s) eng kamida birta nuqtada nolga aylanadi. 
Demak, shunday [a,b] nuqta mavjudki g(n+1)()=0 bo’ladi. 
g(n+1)(s) = f(n+1)(s) - (n+1)! K=0 
bo’lganligi uchun  
f (n1) ()  f x Ln (x) n1! x
tenglik o’rinlidir. 
Shunday qilib Interpolyatsiya xatoligining  
f(x) Ln(x) f n1ξωx n 1!
ko’rinishida tasvirlanishi isbot bo’ldi. 
Bundan 
	Mn1	x, 
	f (x)  Ln x 	
n 1 Bunda M n1  SUPf n1(x) . 
axb
Interpolyatsiya tugun nuqtalarini optimal joylashtirish.  
Interpolyatsiya xatoligi baіosidagi (x) kattalikni tugun nuqtalarni ma’lum  tartibda joylashtirish orqali minimallashtirish mumkin. Masala, xk [a,b] , k=0,1,2...,n tugun nuqtalarni  
maxxa,bx  x0 x  x1 x  xn  
kattalikni minimallashtiradigan qilib joylashtirishdan iborat. Ma’lumki, agar tugun nuqtalar sifatida Chebishev ko’phadining ildizlari olinsa  maxaxbx kattalik eng kichkina bo’ladi. 
Interpolyatsiya jarayonining yaqinlashishi. 
Bu erda tugun nuqtalar sonini cheksiz oshirganda f (x)- Ln(x) 
Interpolyatsiya xatoligi nolga intiladimi? -  degan savol qo’yiladi. 
 Interpolyatsiya jarayonining yaqinlashishini tasvirlaymiz. xk , k=0,1,...,n nuqtalar 
n xk ,k  0,1,...,n| a  x0  x1 xn  b 
to’plamini to’r deb ataymiz. 
Interpolyatsiya jarayonining yaqinlashishini o’rganish uchun  
	0 x00,  1 x01,x11,, N x0N,x1N,,xNN,,	 
nuqtalar soni ko’payib boruvchichi to’rlar ketma-ketligini qarash zarur.Faraz qilamiz f (x) [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz 
bo’lsin. Unda f (x) funksiyaning N nuqtalaridagi qiymatlari bo’yicha uni 
Interpolyatsiyalaydigan ko’phadlar ketma-ketligini tuzish mumkin. Interpolyaston jarayon x* [a,b] nuqtada yaqinlashadi deb aytiladi, agar 
lim Lnf x f x n
mavjud bo’lsa, nuqtaviy yaqinlashishdan tashqari yana turli normalarda yaqinlashishlar ham qaraladi. 
Masalan, [a,b] kesmada tekis yaqinlashishi  
lim maxf x Lnf x 0 
N xa,b
iborat. 
Interpolyatsiya jarayonining yaqinlashishi f(x) funksiyaning silliqligi hamda to’rlar ketma-ketligining tanlanishiga boІliqdir. Shunday funksiya misollari borki Interpolyatsiya jarayoni uzoqlashadi. 
 Masalan, |x| funksiya uchun tugun nuqtalari  tekis joylashgan to’rlar ketmaketligi uchun  tuzilgan Interpolyatsiya jara yoni [-1,1] kesmaning -1,0,1 nuqtalaridan boshqa barcha nuqtalarda uzoqlashadi. 
To’rlarning  har qanday ketma-ketligi uchun [a,b] kesmada aniqlangan uzluksiz f(x) funksiya mavjudki Interpolyatsiya jarayoni [a,b] kesmada tekis yaqinlashmaydi. Berilgan uzluksiz funksiya uchun tugun nuqtalarni joylashtirish evaziga yaqinlashishga erishish mumkin. 
Marstinkevich teoremasi. 
Agar f(x) , [a,b] kesmada uzluksiz bo’lsa, unda shunday to’rlar ketma-ketligi mavjudki, unga mos interpolyatsion ko’phadlar ketma-ketligi [a,b] kesmada f(x) funksiyaga  tekis yaqinlashadi. Bunday to’rlar ketma-ketligini qurish qiyin ekanligini qayd etamiz. Shu sababli, amalda yuqori tartibli interpolyatsion ko’phadlar qurishdan voz kechadilar. 
1. Chekli ayirmalar. 
2. Teng oraliqlar uchun Nyuton ko’phadlari. 
 Chekli ayirmali interpolyatsion ko’phadlar bilan tanishamiz. Buning uchun quyidagi fi  fi1  f i - birinchi tartibli, 2 fi  fi1 f i -ikkinchi tartibli, . . . k fi  k1 fi1  k1 f i - k tartibli chekli ayirmalardan foydalanamiz. 
Bo’lingan ayirmalar bilan chekli ayirmalar orasida quyidagi bog’lanish mavjuddir: 
f ( xi ,xi1 ,...,xik )  k!khfki , 
bu yerda h  xi1  xi . 
Interpolyatsiyalashga tugun nuqtalarni jalb etish tartibiga qarab interpolyatsion ko’phadning turli ko’rinishi kelib chiqadi.  
quyida interpolyatsiyalashga tugun nuqtalarni jalb etish tartibi, ko’phadning 
ko’rinishi, nomi va interpolyatsiyalash qoldiq hadining ko’rinishini keltiramiz. 
1. 
	1 
	2 
	. . . 
	n 1 

	x0 
	x1 
	. . . 
	xn 


Pn x f0  1!fh0 x  x0 2!2hf02 x  x0x  x1... 
 n!nhf 0n x  x0 x  x1 ...x  xn1 . 
Agar x  x0  t deb belgilasak, 
h
Pnx0  ht f0  f0 t   2 f0 tt 1  ..  n f0 tt 1...t  n 1 
	2!	n!
hosil bo’ladi. Bu esa Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasi bo’lib, 
hn1 f n1
	Rn x 	  tt 1...(t  n). 
n 1!
  2. 
	1 
	2 
	. . . 
	n 1 

	xn 
	xn1 
	. . . 
	x0 


Pn x fn 
1f!nh1 x  xn  22!fhn21 x  xn x  xn1  ... 

n f0 x  xn x  xn1 ...x  x1 .  n!hn
	x  xn	t deb belgilash kiritsak, 
Bu yerda   	
h
	f	2 f	n f

	Pnxn  ht fn  n1 t 	n2 tt 1 ...	0 tt 1...t  n 1 
	1!	2!	n!
hosil bo’ladi. Bu esa Nyutonning ikkinchi interpolyatsion formulasi bo’lib, uning qoldiq hadi  
hn1 f n1
	Rn x 	tt 1...(t  n). 
	2n 1 
	. . . 
	3 
	1 
	2 
	. . . 
	2n 

	x0  nh 
	. . . 
	x0  h 
	x0 
	x0  h 
	. . . 
	x0  nh 


n 1!
3. 
 
Bu yerda x  x0  ht deb belgilasak , 
P2n x0  ht f0 f0 t 2 f1 tt 1 ...3 f1 t 1tt 1 
	1!	2!	3!
4 f2 t 1tt 1t  2 ...                   (3) 4!
2n fn t  n 1t  n 2...t 1tt 1t 2...t  n (2n) !
hosil buladi. Bu Gaussning 1-interpolyatsion formulasi bo’lib, 
R2n( x)  f 2n1h2n1 tt 2 1...t 2  n2 . 2n 1!
4. 
	2n 
	. . . 
	2 
	1 
	3 
	. . . 
	2n 1 

	x0  nh 
	. . . 
	x0  h 
	x0 
	x0  h 
	. . . 
	x0  nh 


f1 t 2 f1 tt 1 ...3 f2 t 1tt 1 P2n x0  ht f0 
	1!	2!	3!
	4 f2 t  2t 1 tt 1 ...	(4) 
4!
2n fn t  nt  n 1...t 1tt 1t 2...t  n 1. (2n) !
Bu esa Gaussning  2 interpolyatsion formulasi bo’lib,  
f 2n1h2n1	2	2	2 R2n (x) 	tt 1...t  n . 
2n 1!
5. (3), (4)  formulalarni qo’shib ikkiga bo’lsak,  
P2n x0  ht f0 t f1  f0  t 2 2 f1  tt 2 1 3 f2  3 f1  
	2	2	3!	2
 t 2 t 2 14 f2  ... t 2 t 2 12 t 2  22 ...t 2 n 12 2n fn .        (5) 
	4!	2n!
 Stirling formulasi hosil bo’ladi. 
 
 Misol 1. Jadval bilan berilgan funkstiyani Lagranj ko’phadi bilan almashtiring. 
 
	x 
	0 
	1 
	2 
	5 

	f 
	2 
	3 
	12 
	147 


 
 	Echish:  
	3	4 x	x 1x  2x 5	xx  2x 5
	3 (x)  i0 		' xi   f xi 	1 25 2 11 4 3 
x  xi 4
 xx 1x 52 xx 1x 2149  x3  x2  x  2. 
	213	543
 	Misol 2. sin x ning x  0, ,,,  dagi qiymatlari berilgan bo’lsa,  
6 4 3 2
sin  ni hisoblagandagi xatolikni baholang. 12
 	Echish. n  4 bo’lib,   
R4  5 max xx  x  x  x   , 
	5!		6	4	3	2
M 5  maxsin xV max cos x 1. 
	0,  	0,  
		2		2
R4  51!12 12  6  4  125  14 1255 104101253  4300125 12755  425124  
	6,25	6,25	3
	 124  20736  0,0003  0,310	 
R4  0,3103. 
 	Misol 3. Sn12 22 ...n2 ni hisoblash uchun formula chiqaring. 
 Echish. Agar Sn n ga nisbatan k tartibli algebraik ko’phad bo’lsa, k 1 tartibli chekli ayirmalar nolga teng bo’ladi. 
 
	n 
	Sn 
	S 
	2S 
	3S 
	4S 

	1 
 
	1 
 
	 
4 
	 
 
	 
 
	 
 

	2 
	5 
	 
	5 
	 
	 

	 
	 
	9 
	 
	2 
	 

	3 
	14 
	 
	7 
	 
	0 

	 
	 
	16 
	 
	2 
	 

	4 
 
	30 
 
	 
25 
	9 
 
	 
 
	 
 

	5 
	55 
	 
	 
	 
	 


Jadvaldan ko’rinib turibdiki Sn P3 n ekan, ya’ni 
Sn P3(n) 1 4n 1 5n 1n  2 2n 1n  2n 3  
	1!	2!	3!
 [image: ]  
	2n3  3n 2  n	nn 12n 1
			. 
	6	6.
 Misol 4. h  0,001 qadam bilan 1,10 oraliqdagi sonlarning natural logarifmlari berilgan. Chiziqli interpolyatsiyalashning xatoligini baholang. 
 	Echish. Nyutonning 1-interpolyatsion formulasini xatoligidan foydalanamiz: 
ln x
R1(x) x  xi x  xi1; 2!
	1	1	1	h2	106
	R1  2 max  x2 x  xi x  xi1   2 1 4 	8	; 
R1  0,125106. 
 	Misol 5. yex funkstiyani jadvali berilgan. e1,13 va  e1,17 ni qiymatini toping. 
	i 
	xi 
	yi 

	-3 
	1,00 
	2,7183 

	-2 
	1,05 
	2,8577 

	-1 
	1,10 
	3,0042 

	0 
	1,15 
	3,1582 

	1 
	1,20 
	3,3201 

	2 
	1,25 
	3,4903 

	3 
	1,30 
	3,6693 


 	 
 	Echish. Ayirmalar jadvalini tuzamiz. 
	f 
	2 f 
	3 f 

	0,1394 
0,1465 
0,1540 
0,1619 
0,1702 
0,1790 
	- 
0,0071 
0,0075 
0,0079 
0,0083 
0,0088 
	- 
- 
0,0004 
0,0004 
0,0004 
0,0005 


 	 	Gaussning 2-interpolyatsion formulasida n 3 deb quyidagiga ega bo’lamiz: 
e1,13   f0 t f1  t(t2!1)2 f1  t 13t(!t 1)3 f2 t0,4 
	 3,1582  0,40,1540  [image: ]0,0079 	[image: ]0,0004  3,0957. 
[bookmark: _GoBack]
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