CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR SISTMASINI YECHISHNI TAQRIBIY USULLARI GAUS METODI. DETERMINANTNI HISOBLASH. ZEYDEL VA ODDIY ITERASTIYA USULLARI. 
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Tayanch  iboralar:  tenglamalar sistemasi,  metod  (usul),  model,  masala,  tenglama,  operator, to’g’ri masala, teskari masala. 
 
Gauss usuli. 
                                          Ax=f                                                                 (1) 
Chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu yerda A - n x n -matritsa, x=(x1,x2,...,xn)T- topilishi lozim bo’lgan, f- berilgan vektorlar. 
A matritsaning determinanti noldan farqli deb faraz qilinadi.Unda (1)- sistemaning yechimi mavjud va yagona bo’ladi. 
Gauss usulining asosiy g’oyasi (1) - sistemani ekvivalent almashtirishlar bilan to’g’ri to’rtburchakli sistemadan uchburchakli sistemaga olib kelishdan iborat. 
(1) - sistemani tenglamalar ko’rinishida  yozamiz:              a11x1+a12x2+...+a1nxn=f1, 
a21x1+a22x2+...+a2nxn=f2 ,                                   (2) 
                                                       .......................................                                                        an1x1+an2x2+...+annxn=fn. 
a110 deb faraz qilamiz, aks іolda tenglamalar o’rnini almashtirish va qayta  
belgilash bilan sistemani shu ko’rinishga keltirish mumkin. Birinchi tenglamani  a11 -ga bo’lib 
                                      
                                      x1+s12x2+...+s1nxn=y1,                                        (3)  
 
tenglamani hosil qilamiz,  bu yerda 
	a1j	f1
c1j 	 ,   j  2,...,n,     y1 	 a11	a11
Endi  (2) - sistemaning qolgan tenglamalarini qaraymiz: 
                                      
                                     ai1x1+ai2x2+...+ainxn=fi ,    i=2,3,...,n.                (4)  
(3) - tenglikni ai1 - ga ko’paytirib (4) – sistemaning i-tenglamasidan ayiramiz, i=2,3,...,n . Natijada  
                                      x1+s12x2+...+s1jxj+ ... + s1nxn =y1,                                      a22(1)x2+...+a2j(1)xj+...+a2n(1)xn=f2(1) ,                (5)                                     ......................................................                                     an2(1)x2+...+anj(1)xj+...+ann(1)xn=fn(1),  
tenglamalar sistemasini  hosil qilamiz. Bu yerda  
                     aij(1)=aij –c1jai1,  fi(1) =fi – y1 ai1, i,j =2, 3,...,n  .                  (6)    
  (5)- sistemaning matritsasi 
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ko’rinishga  ega. 
Bunday ko’rinishli matritsani 
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kabi belgilash qabul qilingan. 
Bu yerda "x" belgi bilan nol bo’lmagan elementlar belgilangan.   (5) - sistemada x1 - noma’lum faqat 1-tenglamada bor bo’lib, boshqa tenglamalardan yo’qotilgan. Bundan so’ng 
                                          a22(1)x2+...+a2j(1)xj+...+a2n(1)xn=f2(1)                                     
                         ......................................................                                 (7)                                          an2(1)x2+...+anj(1)xl+...+ann(1)xn=fn(1)                     sistema bilan ishlaymiz. 
Shunday qilib Gauss usulining birinchi qadami amalga oshirildi. Agar  	 a22(1)  0, bo’lsa, unda (7) - sistemadan xuddi birinchi qadamdagidek x2 - ni yo’qotib, (2) - sistemaga ekvivalent bo’lgan matritsasi 
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ko’rinishli sistemaga kelamiz. 
Bunda (5) - sistemaning birinchi tenglamasi o’zgarishsiz qoladi.  Xuddi shunday x3,x4, ... , xn o’zgaruvchilarni  yo’qotib, (2) - sistemaga  ekvivalent bo’lgan 
                                                       x1+s12x2+...+s1nxn=y1,                                                                  x2+...+s2nxn=y2, 
                                        ...................................                                       (8)                                                                   xn-1+sn-1,nxn=yn-1,                                                                                    xn=yn. sistemaga ega bo’lamiz . 
            Bu sistema matritsasi 
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bosh diagonalidan pastdagi barcha elementlari noldan iborat.  
Bunday matritsalarni yuqori uchburchakli matritsa deb aytish qabul qilingan. 
(8)- sistemani hosil qilish Gauss usulining to’g’ri yo’li deb aytiladi. Gauss usulining teskari yo’li xn,xn-1,..., x1 -larni ketma-ket  topishdan iborat. (8) - sistema matritsasi uchburchakli bo’lganligi uchun  xn, xn-1,...x1 noma’lumlarni ketma-ket topish mumkin. 
Haqiqatan іam xn=yn, xn-1=yn-1 – cn-1yn  va іokazo. 
Teskari yo’lning umumiy formulalari:  xn=yn. 
n
                                      xi  yi cij x j ,  i=n-1,n-2, ... ,1.                            
ji1
(10) kabi yoziladilar. 
 
Hisoblash formulalari. 
EHM yordamida sistemani yechish uchun dastlabki A matritsani (9)ko’rinishdagi  uchburchak matritsaga almashtiradigan va o’ng tomonlarni almashtiradigan algoritmni ko’rsatish yetarli. Bu formulalarni chiqaramiz. 
Faraz qilamiz, to’g’ri yo’lning k-1 qadami bajarilgan bo’lsin.  Unda sistema quyidagicha ko’rinishga ega bo’ladi:                                       x1+s12x2+...+s1kxk+...+s1nxn=y1,                                       x1+...+s2kxk+...+s2nxn=y2, 
                                      .................................................                                    xk-1+sk-1,kxk+...+sk-1,nxn=yk-1,                                     (11)                                       akk (k-1)xk+...+akn(k-1)xn=fk(k-1),                                       ............................................                                       ank(k-1)xk +...+ann(k-1)xn=fn(k-1).  
Bu sistemaning   
                                     akk(k-1)xk+...+akn(k-1)xn=fn(k-1) k- tenglamasini qaraymiz va akk(k-1)0 deb faraz qilamiz.  
Bu tenglamaning іar ikkala tomonini akk(k-1) -ga bo’lib 
                                    xksk,k+1xk+1+...+sknxn=yk                                            (12) tenglamani hosil qilamiz, bu yerda 
akj(k1)
ckj  akk(k1) ,  j=k+1, k+2, ... , n 
yk  afkkk((kk11)) 
Bundan so’ng (12) - tenglamani navbat bilan  aik(k-1), i=k+1,k+2,...,n koeffistientlarga ko’paytirib hosil bo’lgan tenglamani i-tenglamadan ayiramiz. Natijada (11) - sistemaning keyingi tenglamalar guruhi  quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 
xk+sk,k+1xk+1+...+sknxn=yk , 
ak(k)1,k1xk+1+...+ak(k)1,n xn=fk+1(k), 
.................................................... an(k,k)1xk+1+...+an(k,n) xn=fn(k), 
bu yerda  
aij(k)=aij(k-1)-ckjaik(k-1),  i,j =k+1, ... , n, fi(k)=fi(k-1)-aik(k-1)yk ,    i=k+1,k+2, ..., n. 
Shunday qilib Gauss usulining to’g’ri yo’lida koeffistientlar quyidagicha almashadilar. 
                                       akj(0)= akj,  j=1,2,...,n,   k=1,2,...,n,                                            
akj(k1)
                          ckj= akk(k1) , j=k+1, k+2, ...,n, k=1,2,...,n,                     (13)         aij(k) =aij(k-1)-ckjaik(k-1)  , i,j=k+1, k+2, ...,n,   k=1,2,...,n-1,            (14) 
O’ng tomonlar 
f (k1)
(0) =f                               fk	k   , yk= akkk(k1) ,   k=1,2,...,n,                            (15) 
                             fi(k) =fi(k-1) - aik(k-1)yk ,  i=k+1,k+2,...,n,                     (16) cij  koeffistientlar va  yi o’ng  tomonlar i=1,2,...,m,  j=i+1,i+2,...,n (10) -  
formulalar yordamida teskari harakatni amalga oshirishda foydalanish uchun EHM xotirasida saqlanishlari kerak.  
Gauss usulini qo’llanishga qo’yiladigan shart akk(k-1) - larning nolga teng emasliklaridadir. akk(k-1) - yetakchi element deyiladi. 
Agar biror - bir qadamda yetakchi element nolga teng bo’lmasdan o’nga yaqin bo’lsa ham xatoliklarning yig’ilib borishi natijasida asl yechimdan uzoqlashib borish sodir bo’lishi mumkin. Bu vaziyatdan chiqish uchun akk(k-1) - elementni aij(k-1),i=k+1,...,n koeffistientlarning boshqasi bilan almashtirish lozim. 
  
Amallar sonini hisoblash. 
1)(13)- formulalar yordamida ckj - koeffistientlarni hisoblash k=1,2,...,n, j=k+1,k+2,...,n 
kn1 (n  k)  n(n21) 
marta bo’lish amalini bajarishni talab qiladi. 
2) (14) - formulalar yordamida aij(k)- larni hisoblash 
	n	2	12  22 ... (n 1)2  (n 1)n(2n 1)
	k1 (n  k) 	6	 
marta ko’paytirishni talab etadi. 
Shunday qilib C - matritsaning nolga teng bo’lmagan sij elementlarini topish n(n1)	(n1)n(2n1)	(n2 1)n
		
	2	6	3	 
marta ko’paytirish va bo’lish amallarini bajarishni talab etadi. Ko’paytirish 
va bo’lish, qo’shish va ayirishga nisbatan ko’p vaqtni talab qiladigan bo’lganligi uchun biz bu yerda ko’paytirish va bo’lish amallari soninihisoblash bilan shuІullanamiz. µo’shish va ayirish amallari soni xuddi shuningdek іisoblanadi. 
(15) - formulalar yordamida  yk  o’ng tomonlarni hisoblash n ta bo’lishni va 
(16)- formula orqali  fi(k)-larni іisoblab topish n	n(n 1)
	k1(n  k) 	2	 
ko’paytirishni talab etadi. 
Shunday qilib  (8) - sistema o’ng tomonini hisoblash n  n(n 1)  n(n 1)
	2	2	 
bo’lish va ko’paytirishlarni talab etadi.  
Gauss  usulining to’g’ri yulini amalga oshirish uchun 
	(n2 1)n	n(n 1)	n(n 1)(2n 1)
		
	3	2	6	 
ko’paytirish va bo’lish amallarini bajarish zarur.  (10) - formulalar 
yordamida Gauss usulining teskari yo’lini bajarish uchun n1	n(n 1) i1 (n i) 	2	 
ko’paytirishni bajarish kerak. 
Shunday qilib Gauss usulini amalga oshirish uchun   n(n 1)(2n 1) n(n 1) n(n2 3n 1)
		
6	2	3	 ko’paytirish va bo’lishlarni bajarish lozim. 
 
 Gauss usulining qo’llanish sharti. 
1)Gauss usuli matritsani ko’paytuvchilarga ajratish bilan boІliqligi. 
 Biz yuqorida Gauss usuli Ax=f 
sistemani ekvivalent bo’lgan Sx=y,  sistemaga almashtirishini ko’rsatdik. 
f  va  y  vektorlarning boІlanishini aniqlaymiz. Buning uchun (16) - 
formulalarga murojaat  qilamiz. Bu formulalardan : 
f1=a11y1, f2=a21y1+a22(1)y2 
umuman 
	 	                      fi=bj1y1+bj2y2+...+bijyj, i=1,2,...,n                            (17) 
Bu yerdagi bij - lar sonli koeffistientlar bo’lib, bjj=ajj(j-1).  
(17)-munosabatni 
f=By                                                             (18) 
ko’rinishida yozish mumkin. Bu yerda V-quyi uchburchakli matritsa bo’lib, 
bosh diagonal elementlari 
ajj(j-1), j=1,2,...,n,   (a11(0)=a11) 
iborat. Gauss usulidagi farazga ko’ra  a jjj1 0. Shu sababli V-1 mavjuddir. 
(18)-munosabatdan y=B-1 f- ni topib x=C-1B-1f   tenglikni hosil qilamiz. Bundan  
BCx=f                                                             (19) kelib chiqadi. 
Bu tenglamani (1)- tenglama bilan taqqoslab quyidagi xulosaga kelamiz. Gauss usuli qo’llanilganda A matritsani ikkita uchburchakli matritsalar ko’paytmasi ko’rinishida tasvirlanganligini ko’ramiz: 
                                         A=VS.                                                             (20) 
Bu yerdagi S bosh diagonalidagi elementlari birga teng bo’lgan yuqori uchburchakli matritsa bo’lib, V- esa bosh diagonalidagi elementlar noldan farqli bo’lgan quyi uchburchakli matritsadir. Endi Gauss usulini quyidagicha talqin qilish mumkin. Faraz qilamiz A matritsa va f vektor berilgan bo’lsinlar. Avval  A matritsani ikkita uchburchak matritsalar ko’paytmasi ko’rinishiga keltirib, undan so’ng 
                                               By=f                                                          (21)                                               Cx=y                                                         (22) 
sistemalarni echadilar.  A=VS ko’paytuvchilarga ajratish Gauss usulining 
to’g’ri yo’liga, (21), (22)- sistemalarni yechish Gauss usulining teskari yo’liga mos keladi. 
Shunday qilib Gauss usuli yordamida qanday shartlar bajarilganda (1)- sistemani yechish mumkin degan savol tuІiladi. 
Bunga javob quyidagicha bo’ladi. 
A matritsani (20) ko’rinishda yozib bo’lganda Gauss usulini qo’llash mumkin degan xulosaga kelamiz. Lekin qaysi shartlar bajarilganda A matritsani 
(20) ko’rinishida yozish mumkin degan savol tuІiladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.  
Teorema.  Agar A matritsaburchak minorlari noldan farqli bo’lsalar; j 

 j  0,  j=1,2,...,n,  unda A matritsani birdan-bir  A=LU ko’rinishida tasvirlash mumkin. 
Bu yerdagi burchak minorlar quyidagilardan iborat:  
a11   a12 
	i= a11	2=deta21   a22 =detA n

L - diagonal elementlari nol bo’lmagan quyi uchburchakli matritsa, U- bosh diagonali elementlari birga teng bo’lgan yuqori uchburchakli matritsadir. Bu teoremaning isbotini, matematik indukstiya usulidan foydalanib isbot qilish o’kuvchiga іavola etiladi. 
Natija. A matritsaning xamma burchak minorlari noldan farqli bo’lganda va faqat shundagina Gauss usulini qo’llash mumkin. 
 
Gaussning bosh elementni tanlash usuli  Usulning  asosiy g’oyasi. 
                                        Ax=f                                                                (1) 
sistema yagona yechimga ega bo’lib, burchak minorlari nolga teng bo’lishi 
mumkin. Undan tashqari, oldindan hamma minorlarning  nolga teng emasligi ma’lum emas. Bunday hollarda Gaussning oddiy usuli sistemani yechishga qo’l kelmasligi mumkin. Bu qiyinchiliklarni yengishda Gaussning bosh elementni tanlash usuli qo’l keladi. Bu usulning asosiy g’oyasi, keyingi qadamda oddiy yo’qotish emas, balki koffistientning moduli eng katta bo’lgan noma’lumni yo’qotishdan iborat. Shunda  det A  0 bo’lganda, hisoblash jarayonida nolga bo’lish sodir bo’lmaydi. 
Gaussning bosh elementni tanlash usulining turli xillarini 
                                                        a11x1+a12x2=f1 
                                           a21x1+a22x2=f2,                                                 (2) 
 ikki noma’lumli sistema misolida namoyish qilamiz. 
Faraz qilamiz |a12|>|a11| bo’lsin. 
Unda birinchi qadamda x2 - ni yo’qotamiz. 
Bu usul ,(2)-sistemani  
                                                          a12x2+a11x1=f1, 
                                           a22x2+a21x1=f2,                                                (3) 
sistema ko’rinishida yozishga ekvivalent. Undan so’ng (3) - sistemani 
yechishga oddiy Gauss usulini qo’llash lozim. Ko’rsatilgan usul Gaussning bosh elementni satr bo’yicha tanlash usuli deb aytiladi. Bu har bir qadamda o’zgaruvchilarni qayta belgilab sistemaga oddiy Gauss usulini qo’llash bilan teng kuchlidir. Yana bosh elementni ustun bo’yicha tanlash usuli ham qo’llaniladi. 
Faraz qilamiz, |a21|>|a11| bo’lsin. 
(2) - sistemani a21x1+a22x2=f2, a11x1+a12x2=f1, ko’rinishda  qayta yozib birinchi qadamda oddiy Gauss usulini qo’llashdan 
iborat. Ba’zi hollarda bosh element butun matrtisa bo’yicha tanlanadi. Bunda yetakchi  element sifatida absolyut qiymat jihatdan  eng katta bo’lgan matrtisa elementi tanlanadi. 
 
Determinantni hisoblash. 
 	Faraz qilaylik Gauss usulining to’g’Іri yo’lida A  matrtisa A=LU  ko’rinishda tasvirlangan bo’lsin. Unda 
 
det A = det (LU) = det L det U = det L 
 
 7.Teskari matrtisani topish.  
Teskari matrtisani topish                                                                
                                                  AX = E                                                   (1) sistemani yechishga ekvivalent.Bu yerda E- birlik Matrtisa, X  – A 
matrtisaga teskari bo’lgan matrtisani belgilaydi. 
(1) - sistenmani 
n
aik xij ij k1 ,  i,j = 1,2,...,n, 
bu yerda  ij=1, agar  i=j  bo’lsa, aks xolda ij=0 ko’rinishida yozish 
mumkin. 
Bu sistema bir xil A matrtisali, lekin har xil o’ng tomonli n-ta sistemadan iborat. 
 
Bu sistemalar  
AX(j)=  (j) ,  j=1,2,...,n, 
 x(j)=(x1j,x2j,...,xnj)T va   (j)                                 (3)  
j- elementi birga teng bo’lib, qolganlari nollardan iborat vektordir. Teskari 
matrtisani topish uchun n3 -ta ko’paytirish va bo’lishni bajarish kerak bo’ladi. 
   
Chiziqli tenglamalar sistemasining boshlang’ich shartlarining o’zgarishga  nisbatan sezgirligi (shartlanganlik). 
 
1) Chiziqli tenglamalar sistemasining turg’unligi. 
Masalalar yechishda sonli usullardan foydalanish uchun masalaning xususiyatlarini va uni yechish uchun mo’ljallangan algoritm xossalarini bir-biridan farq qilish kerak.Xar qanday matematik masalani yechishdan oldin uning korrektligi bilan qiziqish kerak. 
Masala korrekt qo’yilgan deyiladi, agar masala yechimi mavjud, yagona va boshlang’ich berilganlarga uzluksiz bog’liq bo’lsa.Oxirgi xossa turg’unlik xossasi deb aytiladi.  Masalaning korrektligi uning yechish usulining yaxshi bo’lishiga kafolat emas. Shu sababli yechish usulining xossalari aloіida tadqiq qilinishi lozim. 
Ko’p hollarda nokorrekt masalalarni  ham yechishga to’g’Іri keladi.  
Bu yerda masalaning va uni yechish usullarining  korrektligi n-tartibli A 
Matrtisali 
                                                  Ax=f                                                      (1) 
chiziqli tenglamalar sistemasini yechish misolida ko’rib chiqiladi, det A0 
bo’lganda va faqat shundagina (1) - sitemaning yechimi mavjud va yagonaligi ma’lum.  Bunday holda A-1 mavjud bo’lib ,yechim 
                                  	             x=A-1 f                                              (2) kabi topiladi. 
(1) - masalaning korrekt bo’lishi uchun yana yechimning boshlang’ich berilganlarga uzluksiz bog’liqligini aniqlash kerak. 
Shu munosabat bilan ikkita savol tug’iladi. Birinchisi : (1) - masalaning boshlang’ich berilganlari nimalar va ikkinchisi:  uzluksiz bog’lanishni qanday tushunish kerak? 
Birinchi savolga javob berish oson: boshlang’ich berilganlar A matrtisaning aij elementlari va f - o’ng tomondan iborat. Shularga mos o’ng tomonga nisbatan 
(faqat f- o’ng tomon o’zgarib A o’zgarishsiz qoladi) turg’unlik va koeffistientlarga nisbatan turg’unlik (faqat A Matrtisaning aij - koeffistientlari o’zgarib f -o’ng tomon o’zgarishsiz qoladi) va umumiy holdagi turg’unlik hollarini qarash mumkin. 
Uzluksiz bog’lanish іaqida gapirish uchun n - o’lchovli vektorlar fazosida biror-bir normani kiritish lozim. n - o’lchovli vektor fazoda ko’pincha norma uch xil aniqlanadi. 
                                    1)  ||x||I =max1in |xi|                                                  (3) 
n
                                     2)||x||I1=  xi                                                     (4)                 
i1
[image: ]
                                   3) ||x||III =n xi2                                                 (5) 
	 i1	
Shu normalashtirishga mos A matrtisaning normasi aniqlanadi: 
Ax
                                        A sup                                                      (6) 
x0 x
(1) - sistema bilan birga o’zgargan, o’ng tomoni bilan farq qiladigan 
                                          A~x  ~f                                                           (7) sistemani qaraymiz. 
Biz o’ng tomonning o’zgarishi yechimni qanchalik o’zgartirishi bilan qiziqamiz. Buning uchun 
                                      x  ~x  x,      f  ~f  f belgilashlarni  kiritamiz. 
Agar  
                  x  M f                                                        (8) bo’lsa,  unda (1) - sistema o’ng tomonga nisbatan turg’un deb aytiladi. 
Bu yerda M > 0,  f va ~f larga bog’lik bo’lmagan doimiy sondir. (8) – baho 
yechimining o’ng tomonga uzluksiz bog’liq	 f  0
 x  0 bo’lishini ko’rsatadi. 	 
Masalaning turg’unligi uni sonli yechishda muіim hisoblanadi, chunki ko’p hollarda o’ng tomon ~f  taqribiy bo’lib, uni aniq topishga imkoniyat bo’lmaydi. 
~
Masalan:      f  f  f xatolik, yaxlitlash xatoligi natijasida paydo bo’lishi mumkin. 
Agar det A0 bo’lsa , unda (1) - sistema o’ng tomonga nisbatan turg’un bo’ladi. Xaqiqatan ham (1) va (7) – dan A(x) f . Bundan 
 
 x  A1 f   , 
 x  A1 f                                             (9) 
-1 ya’ni M=||A || , (8) - tengsizlik kelib chiqadi. Bu yerdan shuni payqaymizki 
detA qancha nolga yaqin bo’lsa, o’ng tomonning xatoligi yechim xatoligidan shuncha ko’p farq qiladi. 
   
Sezgirlik soni.(Shartlanganlik soni). 
(8) – bahoda yechim xatoligi va o’ng tomon xatoligi qatnashayapti. (1) - sistemani verguli sirpanuvchi EHM lar yordamida yechilayotgan paytda 
	f	x
,          
	f	x 
nisbiy xatoliklar, masala turg’unligining xususiyatini ko’rsatib turadilar. 
  (1) - dan 
	 	 	            	f  A x                                           	(10) 
  (9) va (10) ko’paytirsak 
	x	f
 MA ,                             	 ( 11)            x	f
bu yerda 
	 	 	 	        MA=||A-1||||A||                                          (12)  
іosil bo’ladi. 
Bu bahoda qatnashayotgan MA  sezgirlik soni deb aytiladi va yechim nisbiy xatoligining o’ng tomon nisbiy xatoligidan bog’liklik darajasini aniqlaydi. MA  soni katta bo’lgan matrtisalar sezgirligi kuchli matrtisalar deb yuritiladi. Matrtisasi sezgir sistemalarni yechishda xatoliklar yig’iladi. 
Sezgirlik sonining xossalarini keltiramiz: 
1o.    MA 1. 
2o. M A max (A)  , bu yerda max va min A  Matrtisaning absolyut qiymati min (A)
jixatdan eng katta va eng kichik xos qiymatlari . 
3o.      MABMAMB. 
Bu xossalarning isboti algebra kursidan ma’lum. 
  
 To’la nisbiy xatolik bahosi. 
(1)- sistemaning ham o’ng tomoni, ham koeffistientlari o’zgargan bo’lsin. 
(1)- sistema bilan birga  
                                             A~~x  ~f                                                      (13) sistemani qaraymiz. 
A  A~  A,   x  ~x  x,    f  ~f  f qilib belgilaymiz. 
1-teorema. A matrtisaga teskari matrtisa mavjud bo’lib 
                                                    A  A1 1 bo’lsin. 
    Unda A~ AA teskari matrtisaga ega bo’lib, nisbiy xatolik quyidagi bahoga ega: 
	 	      ,                    	(14) 
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
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  Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda yaxlitlash xatoligining yechimga ta’siri. 
Gauss usuli aniq usullarga mansub bo’lib, chekli sondagi amallar bajarish natijasida yechimning aniq qiymatini topishga imkon beradi..  Ammo boshlang’ich informastiyani  EHM ga kiritilganda ular yaxlitlanib xatolik  bilan kiritiladilar. Shu sababli hisoblashlarni  EHM yordamida bajarganda aniq  yechimni deyarli topib bo’lmaydi. Matrtisa tartibi qancha katta bo’lsa oxirgi xatolik shuncha katta  bo’ladi.  Undan tashqari xatolik Matrtisaning elementlariga  ham bog’liq. Masalan, agar uning determinanti nolga yaqin bo’lsa sistema yechimining xatoligi katta bo’ladi.  
Ammo, yaxlitlash xatoliklarining  yig’ilib borishi Gauss yoki boshqa sonli usullarni ishga yaroqsiz qilib qo’yadi deb o’ylamaslik kerak.Chunki, odatda yechimni aniq topish talab qilinmasdan, uni biror bir aniqlik  bilan topish talab qilinadi. Bunda xatolik talab qilingan  chegaralardan tashqariga chiqmasligi muіimdir. Buning uchun yaxlitlash xatoliklari  yechimning aniqligiga  ta’sirini taxlil qilish lozim. Ko’pgina hisoblash algoritmlarida yaxlitlash xatoligi ta’sirini  
A~~x  ~f  sistemani qarab hisobga olish kerak. Bunda yaxlitlash xatoliklari ta’siri ostida (1)-sistemaning yechimi A~~x  ~f sistemaning aniq yechimi deb hisoblanadi. Boshqacha qilib aytilganda  (1) - sistemani yaxlitlash xatoliklarini hisobga olgan  holda yechish jarayoni A~~x  ~f  sistemani aniq yechishga ekvivalentdir. 
Faraz qilamiz f   o’ng tomon  aniq berilgan bo’lsin. Faraz qilamiz, (1) - sistemani yaxlitlashlar xatoliklarini hisobga olib yechish o’rniga 
A~~x  ~f                                                     (15) 
~ sistemaning aniq yechimi topilgan bo’lsin. Bunday holda      AAA   
matrtisa ekvivalent qo’zgashlar matrtisasi deb aytiladi. Јar bir hisoblash algoritmi uchun o’zining ekvivalent  qo’zgaщlar matrtisasi mavjud, agar A matrtisa normasining bahosi mavjud bo’lsa, unda yaxlitlash xatoliklari natijasida іosil bo’lgan xatolikni (14) – muvofiq baholash mumkin, ya’ni 
	 	 	                                         (16) A
A
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
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
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munosabat o’rinli bo’ladi. 
Bundan ko’rinib turibdiki yechim aniqligiga ikki narsa: F matrtisaning sezgirlik soni va ekvivalent qo’zІash ta’sir kiladilar. Shuni ta’kidlaymizki, sezgirlik soni algoritmga bog’liq emas,balki u (1)-sistema xususiyatini aks ettiradi xolos. 
Ekvivalent qo’zІash kattaligini soli algoritm aniqlaydi. Shuning uchun ma’lum algoritm bilan ish kurganda ekvivalent qo’zІashni baholash lozim.Masalan Gauss usuli yordamida A Matrtisani ko’paytuvchilarga ajratish natijasida (1)- sistemani yechish, ikkita 
Ly=f,        Ux=y 
Matrtisalari uchburchakli sistemalarni yechishga olib kelinadi. 
Yaxlitlash xatoliklari Ux=y  sistemani X yechimi o’rniga qo’zg’algan 
~~x  ~y sistemaning ~x yechimini topishga olib keladi. Xuddi shunday  Ly=f  
U
sistemaning  y yechimi urniga L~~y  f  qo’zg’algan sistema yechimi ~y topiladi. 
Shunday qilib (1) - sistema o’rniga A~~x  f (A~  L~U~)qo’zІotilgan sistema aniq yechiladi deb hisoblash mumkin . A~ Matrtisani topish uchun Gauss usulidagi barcha formulalarga yaxlitlash xatoliklarini kiritib L~ va U~ Matrtisalarni topish lozim. Bundan keyin ALUL~U~  Matrtisa normasini aniqlash kerak. Biz bu yerda hisoblashlarni bajarmasdan oxirgi natijani keltiramiz. 
Faraz qilamiz, sonlarni EHM da ikkilik sanoq sistemasida tasvirlagandagi mantissaning xonalar soni t - ga teng bo’lsin, unda sonning yaxlitlash xatoligining nisbiy  xatolik kattaligining tartibi 2-t bo’ladi. Unda Gauss usuli ekvivalent qo’zІalish Matrtisasi uchun 
~
A  A
 On2t 
	A	 , 
 munosabat o’rinli bo’ladi. 
Shunday qilib chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usuli yordamida verguli qo’zІaluvchi EHM da echganda, yaxlitlash xatoliklari yig’ilib yechimni      
	~x 	t
 	 	                 OM An2                                       (17) x
nisbiy xatoligi bilan topishga olib keladi.   
 	X vektorning normasi deb quyidagi uch shartni qanoatlantiruvchi haqiqiy X songa aytiladi: 
1. X  0 va X  0 bo’lgandagina X  0; 
2. har qanday  son uchun X    X ; 
3. X Y  X  Y - uchburchak tengsizligi. 
X  x1x2 ,...,xn T vektorning ko’p uchraydigan normalaridan uchtasini keltiramiz. 
1. Kubik norma: 
X 1  max1in xi . 
2. Oktaedrik norma: 
n
X 2   xi . 
i1
3. Sferik norma: 
 . 


n
i
i
x
X
1
2
3

A kvadrat matrisaning normasi deb quyidagi to’rt shartni qanoatlantiruvchi haqiqiy songa aytiladi. 
1. A  0 va A 0 bo’lgandagina A  0; 
2. Ixtiyoriy  son uchun A    A ; 
3. A B  A  B ; 
4. A B  A  B , xususan, Ap  A P . 
Agar har qanday kvadrat A matrisa uchun va o’lchami matrisa tartibiga teng bo’lgan ixtiyoriy x vektor uchun  
Ax  A  x 
tengsizlik bajarilsa, u holda matrisa normasi vektorning berilgan normasi bilan moslashgan deyiladi. 
 	Har qanday A matrisa uchun Ax vektor normasining uzluksizligiga ko’ra  
	A  max Ax 	 	 	 	 	(1) 
x 1
tenglikda maksimumga erishiladi, ya’ni shunday x0 vektor topiladiki, x0 1 va Ax0  A tengliklar bajariladi.  
(1) tenglik bilan kiritilgan matrisa normasi vektorning berilgan normasiga bo’ysungan deyiladi. 
 Endi matrisaning vektorlarning yuqorida kiritilgan normalariga bo’ysungan normasi ko’rinishlarini keltiramiz. 
1. Kubik norma: 
n A 1  max1in k1 aik . 
2. Oktaedrik norma:  
n A 2  max1kn i1 aik . 
3. Sferik norma: 
	A 3  A 	1 . 
Bu erda 1 A'A matrisaning eng katta xos soni. 
 
Oddiy iteratsiya  usuli 
 	Faraz qilaylik, 
	Ax b 	 	 	 	 	 	(2) 
chiziqli tenglamalar sistemasi biror usul bilan  
	x  Bx c  	 	 	 	 	(3) 
ko’rinishga keltirilgan bo’lsin. qanday keltirish kerakligini keyinchalik ko’rsatamiz va dastlabki yaqinlashish vektori x0 topilgan bo’lsin. Agar keyingi yaqinlashishlar  
	xk  Bxk1  c,	k 1,2,...   	 	 	(4) 
rekurrent formulalar yordamida topilsa, bunday metod oddiy iteratsiya  metodi deyiladi. Agar (4) ketma-ketlikning limiti x* mavjud bo’lsa, bu limit (2) sistemaning echimi bo’ladi. Haqiqatan (4) limitga o’tsak, x* Bx*c kelib chiqadi.  
 	Oddiy iteratsiya  metodining yaqinlashish shartini keltiramiz. 
 Teorema 1. (4) oddiy iteratsiya  jarayoni ixtiyoriy x0 da yaqinlashuvchi bo’lishi uchun B matrisaning barcha xos sonlari modullari bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va etarlidir.  
 Bu teorema nazariy jihatdan foydali, lekin amaliy ishlar uchun yaramaydi. Shuning uchun B matrisaning elementlari orqali ifodalanadigan etarli shartlarni keltiramiz. 
 Teorema 2. (4) oddiy iteratsiya  jarayonining yaqinlashuvchi bo’lishi uchun B matrisaning biror normasi birdan kichik bo’lishi etarlidir.  
 	Teorema 2 etarli shartni quyidagicha ifodalashga imkon beradi.  
 (4) oddiy iteratsiya  metodi yaqinlashishi uchun B matrisaning elementlari quyidagi  
n
	max bij   1,  	 	 	 	(5) 
i j1
n
	max bij  1,  	 	 	 	 	(6) 
j i1
n2
	 bij	  1, 	 	 	 	 	 	(7) 
i, j1
tengsizliklarning birortasini qanoatlantirishi etarlidir.  
 	Endi (2) ni (3) ko’rinishga keltirish xususida to’xtalib o’tamiz. 

a) Agar aii  0 i 1,n bo’lib quyidagi tengsizliklarning  
	 	 	 	 	(8) , 
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	 	 	 	 	(9) 
	birortasi bajarilsa, B matrisa quyidagicha  
		0	 a12	 a13
		a11	a11

	a	a
	B   a2221	0	 a2223
	 ...	...	...
		an1	an2	an3
			
		ann	ann	ann
	...
...
...
...
	a
 1n  a11 
a2n  
a22  
... 

	0	



	 	 	 	 	(10) 
bo’lib, mos ravishda (5)-(7) tengsizliklar B matrisa uchun bajariladi va (4) oddiy iteratsiya  jarayoni yaqinlashuvchi bo’ladi. 
b) A matrisa uchun (8)-(10) tengsizliklarning hech qaysisi bajarilmasa, u holda (2) tenglamalar sistemasida shunday chiziqli almashtirishlar bajarish kerakki, hosil bo’lgan yangi tenglamalar sistemasining koeffistientlari uchun (8)-(10) tengsizliklarning birortasi o’rinli bo’lishi kerak. 
 Misol 1. Ax b sistemani oddiy iteratsiya  metodini qo’llash uchun kanonik holga keltiring.  
	10
1

A   2
 0

 1
	1
25
1
1
2
	· 3
1
· 20
1
1
	· 2
· 5
2
10
2
	1 
· 2 

· 3 ,
· 5 
· 20
	 6 
		
 11  b  19. 
		
 10 
 32



 Yechish. Bu sistema tenglamalarini mos ravishda 10, 25, -20, 10, -20 sonlariga bo’lib, uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz: 
x  Bx c, 
bu erda  
	 0
0,04

B   0,1
 0 
0,05
	· 0,2
0
0,05
· 0,1
0,1
	0,3
 0,04
0
0,1
0,05
	0,2
0,2 0,1
0
0,1
	· 0,1 
0,08 

· 0,15,
0,5 
	0	
	 0,6 
		
0,44 c  0,95. 
		
 1 
 1,6  


Bu misol uchun (5) dagi yi\indilar mos ravishda 0,7; 0,36; 0,4; 0,7; 0,3 bo’lib, B 1  0,7 1 ekanligi kelib chiqadi. Endi ixtiyoriy dastlabki yaqinlashish x0 olib 
	xk   Bxk1  c,	k 1,2,... 
jarayonni tuzsak, u yaqinlashuvchi bo’ladi va echimni berilgan aniqlikda topish mumkin. 
 Misol 2. quyidagi sistemani oddiy iteratsiya  metodini qo’llash uchun kanonik ko’rinishga keltiring. 
	2x1  3x2  6x3  20x4 10,	a)
	x1  2x2 15x3  3x4 17,	b)
 
	8x1  x2 10x3 19x4 10,	c)
	11x1  9x2  2x3  x4  6,	d)
 	Yechish. Berilgan sistemada quyidagi almashtirishni bajaramiz: 
	a)  c)		10x1  2x2  4x3  x4  0,
	d)  a)  c)		x1  7x2  2x3  2x4  6,
 
	b)	x1  2x2 15x3  3x4  7,
	a)	2x1  3x2  6x3  20x4 10.
Hosil bo’lgan sistema tenglamalarini mos ravishda 10, -7, -15, 20 sonlariga bo’lib, bu sistemani x  Bx  c ko’rinishga keltiramiz, bu erda B 1  0,7 1 bo’ladi. 
 
Zeydel metodi 
 Bu metod oddiy iteratsiya  metodidan shu bilan farq qiladiki, hisoblashlar quyidagi sxema asosida bajariladi: 
	b	n a
	xk 1 	1 	1 j xk,
1   a11 j a11 j 2
x2k1  ab2  aa21 x1k1  n aa222j xjk, 
	22	22	j 3
........................................
b	n1 a xk 1 	n 	nj xk 1. n 	a	 ann	j  nn	j 1
Bu sxemani matrisa ko’rinishga keltirish uchun AC  D deymiz, bu erda  
	a11
a21
C  
 ...

an1
	0
a22
...
an2
	...
...
...
...
	0
0
... ann1
	0 
0 
 ,
... ann
	0
0
D  
...

0
	a12
0
...
0
	...
...
...
...
	a1n1
a2n1 ...
0
	a1n 
a2n . 
... 
0 


U holda Ax b sistemani Cx  Dx b ko’rinishda ifodalab olamiz. Zeydel 
metodi esa  
Cxk1  Dxk b 
ko’rinishdagi iteratsiya dan iborat. Bu tenglikni xk1 ga nisbatan echsak, 
xk1 C1Dxk C1b 
	a11
a21
...
an1
	a12
a22
...
an2
	a13
a23
...
an3
	...
...
...
...
	a1n a2n
 0 
...
ann


hosil bo’ladi. Bu – matrisasi C1D bo’lgan oddiy iteratsiya  metodining o’zginasi.  Teorema 1 ga asosan buni yaqinlashishi uchun C1D matrisaning barcha xos sonlari modullari bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va etarlidir. Bu o’z navbatida quyidagi  
tenglamaning barcha ildizlari modullari bo’yicha birdan kichik bo’lishi zarur va etarligiga ekvivalentdir. Shuni ko’rsatamiz, ya’ni 
detE C1D 0 va detC  D 0 
tenglamalar bir xil ildizga ega: 
detEC1Ddet(C1CEC1D)detC1CDdetC1detCD. Bu erda detC1  0, demak 
detE C1DdetC  D. 
Oddiy iteratsiya  metodi bilan Zeydel metodining yaqinlashish sohalari umuman farqli degan xulosaga kelamiz. Haqiqatan ham, shunday sistemalar mavjudki, ular uchun oddiy iteratsiya  metodi yaqinlashadi, ammo Zeydel metodi uzoqlashadi va aksinchasi ham o’rinlidir. Lekin, quyidagi 
	n aij	n aij
max aii 1, maxj i1 aii 1 i	j 1
	ji	i j
shartlarning birortasi bajarilsa, oddiy iteratsiya  ham Zeydel metodi ham yaqinlashuvchi bo’lib, bunda birinchi shart o’rinli bo’lsa, Zeydel metodining yaqinlashishi oddiy iteratsiya  metodining yaqinlashidan sekin bo’lmaydi. 
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CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR SISTMASINI YECHISHNI 


TAQRIBIY USULLARI GAUS METODI. 


DETERMINANTNI 


HISOBLASH. ZEYDEL VA ODDIY ITERASTIYA USULLARI. 


 


Reja: 


 


1.


 


Gauss usuli . 


 


2.


 


Hisoblash formulalari . 


 


3.


 


Amallar sonini hisoblash . 


 


4.


 


Gauss usulining qo’llanish sharti .


 


 


5.


 


Determinantni hisoblash. 


 


6.


 


Kvadrat ildizlar usuli 


 


7.


 


Zeydel va oddiy iteratsiya  usuli 


 


Tayanch  iboralar:  tenglamalar sistemasi,  metod  (usul),  model,  masala,  


tenglama,  operator, to’g’ri masala, teskari masala. 


 


 


 


Gauss usuli. 


 


                                          


Ax=f                                                                 


(1) 


 


Chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu yerda A 


-


 


n x n 
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matritsa, x=(x
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,...,x
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)


T


-


 


topilishi lozim bo’lgan, f


-


 


berilgan vekto


rlar. 


 


A matritsaning determinanti noldan farqli deb faraz qilinadi.Unda (1)


-


 


sistemaning yechimi mavjud va yagona bo’ladi. 


 


Gauss usulining asosiy g’oyasi (1) 


-


 


sistemani ekvivalent 


almashtirishlar bilan to’g’ri to’rtburchakli sistemadan uchburchakli 


sist


emaga olib kelishdan iborat. 
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sistemani tenglamalar ko’rinishida  yozamiz:              
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